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4.1.1 Modèle de Harper . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75
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Chapitre 1

Introduction

Historiquement, la première évocation du concept d’ordinateur quan-
tique remonte à des travaux du début des années 1980, en particulier ceux
de Richard Feynman [12, 34, 35]. Il s’agissait alors de répondre à la ques-
tion suivante : quel type d’ordinateur est le plus adapté pour simuler un
système physique quantique ? Pour qu’un tel ordinateur soit réalisable en
pratique, les ressources nécessaires (taille, temps ou énergie) ne doivent pas
crôıtre exponentiellement avec la taille du système à simuler. Dans le cas
d’un ordinateur classique standard, ce souhait interdit notamment de sto-
cker les états intermédiaires de la simulation. En effet, pour un système à
N corps, le nombre d’amplitudes complexes nécessaires pour caractériser
complètement un état de l’espace de Hilbert crôıt exponentiellement avec
le nombre de particules (si le nombre de niveaux par particule est fini). On
peut éventuellement envisager de simuler le système quantique par un or-
dinateur classique probabiliste, c’est-à-dire essayer de reproduire fidèlement
les résultats de n’importe quelle mesure sur le système avec les mêmes pro-
babilités. Mais une fois encore, il s’avère que cela n’est pas possible car cela
revient à utiliser un modèle à variables cachées, ce qui est en désaccord
avec les données expérimentales sur la violation des inégalités de Bell. Pour
simuler efficacement un système quantique, il faut donc faire appel à un or-
dinateur qui fonctionne lui aussi selon les lois de la mécanique quantique.

Ce concept d’ordinateur quantique fut repris en 1985 par David Deutsch
[29], alors motivé par un problème d’informatique théorique : comment
définir ce qui est calculable ? Le paradigme en vigueur était celui résumé
laconiquement par l’hypothèse de Turing-Church forte :

Tout procédé algorithmique peut être simulé efficacement en uti-
lisant une machine de Turing probabiliste.

Dit autrement, tous les ordinateurs sont équivalents à une machine de Turing
probabiliste, et celle-ci définit ce qui est calculable ou non. Cette définition
de ce qu’est un algorithme est purement heuristique, et l’objectif de Deutsch

9



10 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

était d’arriver à l’asseoir (elle ou une version modifiée) au moins sur des bases
physiques. Comme les lois physiques fondamentales sont quantiques, il fut
tout naturellement amené lui aussi à imaginer un ordinateur quantique. De
fait, il exhiba un problème simple qui peut être résolu efficacement sur une
telle machine, mais qui n’admet pas de solution efficace sur un ordinateur
classique. Ceci met à mal l’hypothèse de Turing-Church, et suggère que les
ordinateurs quantiques sont effectivement plus puissants que leurs homo-
logues classiques.

Par la suite, ces résultats ont été repris et améliorés par d’autres. En
1994, Peter Shor a montré que le problème de la factorisation d’un entier
pouvait être résolu efficacement sur un ordinateur quantique [83, 85]. Plus
que toutes les autres, cette découverte a marqué le début de l’essor de l’infor-
matique quantique. En effet la factorisation est un problème réputé difficile,
dont on ne connâıt pas à l’heure actuelle de solution efficace classique (cer-
tains pensent même qu’il n’en existe pas). Ce résultat remarquable a été
suivi en 1996 par l’algorithme de Grover, qui permet d’effectuer une re-
cherche dans une base de données non structurée [47, 48]. Bien que le gain
en efficacité de cet algorithme soit moins spectaculaire que dans le cas de
la factorisation, son vaste champ d’application en fait une méthode impor-
tante. Par delà l’étude du calcul quantique, d’autres succès concernent la
cryptographie quantique et la téléportation quantique. Depuis ces travaux,
le domaine de l’information quantique a attiré une très grande attention dans
la communauté scientifique (pour une référence générale voir [71, 75, 89, 11]).

Comment expliquer l’avantage de l’informatique quantique sur la lo-
gique booléenne classique ? La première constatation est que l’état d’un
ordinateur quantique est caractérisé par un ensemble de variables conti-
nues. Cela pourrait laisser supposer qu’il s’agit là d’un ordinateur analo-
gique. Contrairement à un ordinateur digital, un ordinateur analogique uti-
lise une représentation physique de l’information basée sur des degrés de
liberté continus. À première vue, ces calculateurs possèdent des ressources
illimitées puisque des variables continues peuvent stocker une quantité d’in-
formation infinie. Le corollaire est qu’ils sont théoriquement capables de
résoudre de manière efficace des problèmes jugés difficiles, semblant ainsi
violer la thèse de Turing-Church. Cependant, la prise en compte du bruit
inhérent à toute réalisation physique rend le nombre d’états distinguables
finis, et suffit à annihiler leurs avantages dans tous les cas.

Qu’en est-il pour les ordinateurs quantique ? Tout d’abord, il faut remar-
quer que la discrétisation des niveaux d’énergie apportée par la mécanique
quantique n’implique pas que l’ordinateur soit digital. Un ordinateur digital
est une machine qui représente les nombres sous la forme d’une suite de
chiffre. Afin d’illustrer la différence, considérons un premier ordinateur qui
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utilise les niveaux d’énergie d’un oscillateur harmonique pour représenter les
différents nombres (quantique mais non digital), et un deuxième qui utilise
pour cela un ensemble de n systèmes à deux niveaux (quantique digital).
Pour une même taille de l’espace de Hilbert égale à 2n, le premier doit
pouvoir gérer des états dont l’énergie atteint 2nh̄ω, ce qui crôıt exponentiel-
lement avec n, tandis que le second ne voit pas son énergie dépasser nh̄ω.
Seule la représentation digitale de l’information permet donc d’envisager une
implémentation physique réaliste. C’est pourquoi un ordinateur quantique
est conçu comme un ensemble de systèmes à deux niveaux, les qubits (pour
quantum bit).

Pour un ordinateur quantique constitué de qubits, la mesure du registre
fournit effectivement un nombre digital (une suite de 0 et de 1), qui corres-
pond à un des états de base. Mais lors du calcul, l’état général du registre
est une superposition quelconque de ces états de base, avec des coefficients
qui sont des variables continues. Comme souligné auparavant, l’ordinateur
quantique se rapproche en cela des ordinateurs analogiques. Toutefois, une
particularité lui permet d’éviter les écueils propres à ce genre : de manière
surprenante, l’effet du bruit peut être lui aussi digitalisé. En 1996, il s’est
en effet avéré qu’il était possible grâce à des codes correcteurs de rectifier
un ensemble continu d’erreurs, et ceci sans même mesurer l’état du registre
principal [84, 88]. De plus, il semble exister un seuil d’erreur en dessous
duquel la procédure de correction corrige plus de bruit qu’elle n’en produit
elle-même. Dans ces conditions, les codes correcteurs d’erreurs quantiques
permettent à ces ordinateurs de garder leur efficacité même en présence
d’une petite quantité de bruit.

Même si ce sont les nouveaux algorithmes destinés à résoudre des pro-
blèmes d’informatique théorique qui ont placé les ordinateurs quantiques
sous les feux de la rampe, la simulation efficace des systèmes physiques
quantiques reste leur tâche de prédilection, ce pour quoi ils ont été conçus
à l’origine. Récemment, de nombreux algorithmes ont été proposés dans ce
sens, notamment pour simuler des applications quantiques, comme l’applica-
tion du boulanger ou le rotateur pulsé quantique, et en particulier par mon
équipe à Toulouse. Ces modèles présentent des propriétés de chaos quan-
tique, l’analogue quantique du chaos classique, et possèdent de nombreuses
caractéristiques de systèmes complexes, comme la localisation ou l’ergodi-
cité, et sont correctement décrits par la théorie des matrices aléatoires. De
plus, le faible nombre de qubits et d’opérations élémentaires requis par ces
algorithmes de simulation en font des candidats idéaux pour les ordinateurs
qui seront construits dans un futur proche, pour lesquels le nombre de qu-
bits sera restreint et la durée d’exécution limitée par un faible temps de
cohérence.



12 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

En effet, expérimentalement divers systèmes ont été proposés pour es-
sayer de réaliser un ordinateur quantique. On peut citer les pièges à ions (3
qubits à l’heure actuelle) ou les cavités QED (2 qubits). En physique du so-
lide, les circuits quantiques supra-conducteurs à base de jonctions Josephson
permettent d’encoder l’état d’un qubit dans la charge ou le flux. Mais pour
l’instant, c’est dans le domaine de la résonance magnétique nucléaire que les
expériences sont les plus avancées, et une factorisation a déjà été réalisée sur
un ordinateur de 7 qubits. Avec cette technique, ce sont les spins nucléaires
d’une molécule qui servent de support aux qubits, et l’on peut les manipu-
ler en appliquant un champ magnétique modulé. Cependant, la résonance
magnétique nucléaire en phase liquide n’est malheureusement pas utilisable
à grande échelle car le signal mesuré chute exponentiellement avec le nombre
de spins dans la molécule. Ainsi, il y a pour l’instant un contraste élevé entre
la théorie du calcul quantique, qui s’intéresse principalement au comporte-
ment asymptotique des algorithmes pour un très grand nombre de qubits,
et les expériences, qui sont pour l’instant limitées à quelques qubits. On voit
donc que les algorithmes de simulation quantique qui permettent d’obte-
nir des résultats pertinents même sur des ordinateurs n’ayant qu’un petit
nombre de qubits seront bien adaptés aux ordinateurs quantiques qui seront
construits dans un futur proche.

Cependant, même si la simulation est elle-même efficace, il est impor-
tant de savoir quelles quantités physiques peuvent être calculées de manière
efficace. En effet, à la différence d’un ordinateur classique, on obtient à la
fin du calcul une superposition d’états quantiques, et une simple mesure ne
sélectionne que l’un de ces états aléatoirement. Une méthode consisterait à
répéter la simulation un certain nombre de fois afin d’en déduire statisti-
quement les valeurs des différentes amplitudes. Mais cette façon de procéder
n’est pas valable dans le cas général, puisque pour une fonction d’onde quel-
conque cela nécessiterait un nombre de simulations de l’ordre de la taille
de l’espace de Hilbert. La conception de méthodes pour extraire efficace-
ment des quantités physiques intéressantes est donc un point crucial. De
plus, un ordinateur quantique réel ne sera pas exempt de défauts. Il peut y
avoir par exemple des petites erreurs aléatoires dans l’implémentation des
opérations de base ou des couplages résiduels entre les qubits même en l’ab-
sence d’opérations. Il est donc utile de connâıtre les effets de telles imperfec-
tions sur les résultats fournis par la simulation. Ce travail de thèse apporte
des éléments de réponse à de telles questions : des algorithmes quantiques
spécifiques ont été construits et analysés pour deux modèles d’application
quantique, le rotateur pulsé et le Harper pulsé. Les observables mesurables
ont été déterminées, et leur comportement vis-à-vis des imperfections étudié
analytiquement et numériquement.



Chapitre 2

Informatique quantique

Ce chapitre présente brièvement le domaine de l’informatique quantique,
ainsi que les notions de calcul quantique nécessaires à la compréhension
de cette thèse. Pour une introduction plus approfondie, voir les références
[11, 71, 75].

2.1 Opérations quantiques

Un algorithme quantique peut se décrire comme une suite d’opérateurs
unitaires locaux élémentaires, appelés aussi portes quantiques, suivie de me-
sures quantiques. Le nombre d’opérations élémentaires requises rapporté à
la taille des données définit la complexité de l’algorithme. Si ce nombre crôıt
comme l’exponentielle de la taille des données, l’algorithme est dit ineffi-
cace ; il est efficace si la croissance s’effectue de manière polynomiale. Il est
à noter que la complexité totale (et donc l’efficacité) doit tenir compte des
mesures quantiques effectuées et de l’observable choisie. Comme mentionné
dans l’introduction, le qubit (quantum bit) est l’objet fondamental du calcul
quantique, et représente l’unité de support de l’information quantique. C’est
un système quantique à 2 niveaux, appelés usuellement |0〉 et |1〉. Contraire-
ment à un bit classique, l’état général d’un qubit est une superposition des
deux états de base :

|ψ〉 = α |0〉+ β |1〉 avec |α|2 + |β|2 = 1

2.1.1 Opérations sur un qubit

Une opération quelconque sur un qubit est décrite par une matrice uni-
taire 2×2, et peut être développée sur la base constituée de l’identité et des
matrices de Pauli :

I =

(
1 0
0 1

)
, X =

(
0 1
1 0

)
, Y =

(
0 −i
i 0

)
, Z =

(
1 0
0 −1

)

13



14 CHAPITRE 2. INFORMATIQUE QUANTIQUE

Une opération particulièrement importante est la transformation d’Hada-
mard

H =
X + Z√

2
=

1√
2

(
1 1
1 −1

)

La transformation d’Hadamard permet notamment de passer de la base
propre de Z (|0〉,|1〉) à celle de X ((|0〉 + |1〉)/√2, (|0〉 − |1〉)/√2) et réci-
proquement. Les identités suivantes sont utiles pour simplifier les circuits et
comprendre les algorithmes :

HXH = Z, HY H = −Y , HZH = X

Pour simplifier la notation des algorithmes quantiques, on utilise généra-
lement un schéma sous forme de circuit. Dans un tel circuit, les qubits sont
représentés par des lignes horizontales, et les opérateurs sont placés sur ces
lignes comme sur une portée musicale, de gauche à droite. Ainsi, le circuit de
la figure 2.1 porte sur deux qubits, et représente l’application de l’opérateur
A sur le qubit 1, puis de l’opérateur B sur le qubit 2 et enfin de l’opérateur
C à nouveau sur le qubit 1. Ce circuit est donc équivalent à l’application de
l’opérateur U = (A⊗ I)(I ⊗B)(C ⊗ I) sur le système |ψ〉1⊗ |ψ〉2 formé par
les deux qubits.

2

1 A

B

C

Fig. 2.1 – Exemple de circuit quantique

Dans cette notation, les opérateurs précédemment introduits sont sym-
bolisés par les portes suivantes :

Hadamard H Y Y

X X Z Z

Fig. 2.2 – Noms et symboles des principales portes quantiques sur un qubit

Lorsqu’on prend l’exponentielle des matrices de Pauli, on obtient les
opérateurs de rotation autour des axes x, y et z définis sur la figure 2.3

Rx(θ) = e−i θ
2
X = cos

(
θ

2

)
I − i sin

(
θ

2

)
X =

(
cos θ

2 −i sin θ
2

−i sin θ
2 cos θ

2

)

Ry(θ) = e−i θ
2
Y = cos

(
θ

2

)
I − i sin

(
θ

2

)
Y =

(
cos θ

2 − sin θ
2

sin θ
2 cos θ

2

)
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Rz(θ) = e−i θ
2
Z = cos

(
θ

2

)
I − i sin

(
θ

2

)
Z =

(
e−i θ

2 0
0 ei θ

2

)

On peut généraliser ces égalités en définissant l’opérateur rotation d’axe
n̂ et d’angle θ par

Rn̂(θ) = exp(−iθ n̂ · ~σ/2) = cos
(

θ

2

)
I − i sin

(
θ

2

)
(nxX + nyY + nzZ)

où ~σ = (X, Y, Z) et n̂ = (nz, ny, nz) est un vecteur réel de norme 1.

La raison d’une telle définition est plus évidente si on utilise la repré-
sentation de Bloch. Puisque l’état d’un qubit quelconque est décrit par la
fonction d’onde |ψ〉 = α |0〉 + β |1〉 avec |α|2 + |β|2 = 1, et que la phase
globale de |ψ〉 n’a pas d’effet observable, on peut le paramétrer par deux
angles θ et ϕ :

|ψ〉 = cos
(

θ

2

)
|0〉+ eiϕ sin

(
θ

2

)
|1〉

On peut ainsi représenter l´état du système par un point (θ, ϕ) situé sur
une sphère de rayon 1, appelée sphère de Bloch. Dans cette représentation,
l’opérateur Rn̂(γ) effectue simplement une rotation d’un point sur la sphère
de Bloch d’un angle γ autour de l’axe n̂.

y

x

θ
|ψ〉

z

|0〉

|1〉

ϕ

Fig. 2.3 – Sphère de Bloch

Si U est une opération unitaire sur un qubit, il existe α, β, γ et δ tels
que

U = eiαRz(β)Ry(γ)Rz(δ) (2.1)
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En effet, U étant unitaire, ses colonnes et ses lignes sont orthonormales, et
on peut les paramétrer comme suit

U =

(
ei(α−β/2−δ/2) cos γ

2 −ei(α−β/2+δ/2) sin γ
2

ei(α+β/2−δ/2) sin γ
2 ei(α+β/2+δ/2) cos γ

2

)

Plus généralement, U peut toujours s’écrire sous la forme

U = eiαRn̂(θ)

2.1.2 Opérations élémentaires et universalité

Pour pouvoir construire n’importe quel opérateur, il faut ajouter aux
opérations sur un qubit une porte qui agit sur au moins deux qubits simul-
tanément. La porte la plus pratique est le NON contrôlé (controlled-NOT,
ou CNOT), qui agit sur deux qubits : l’un est le qubit de contrôle, l’autre
la cible. Si le contrôle est dans l´état |0〉 on ne fait rien, et s’il est dans
l’état |1〉 le qubit cible est inversé (on applique l’opérateur X). Dans la base
naturelle |00〉, |01〉, |10〉, |11〉 (avec l’ordre |contrôle〉 ⊗ |cible〉), l’action de
la porte CNOT est décrite par la matrice

UCN =




1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0




Si l’on se restreint aux seuls états de la base, le CNOT est l’équivalent de
la porte OU exclusif en logique booléenne, avec une recopie d’une des deux
entrées pour assurer la réversibilité.

|b〉

|a〉

|a⊕ b〉

|a〉

Fig. 2.4 – Symbole pour la porte controlled-NOT (CNOT). ⊕ désigne l’ad-
dition binaire modulo 2.

Avec la porte CNOT et toutes les opérations sur un qubit, on dispose
à présent d’un ensemble universel, c’est-à-dire que tout opérateur unitaire
sur n qubits peut être implémenté exactement en composant seulement des
opérations sur un qubit et des portes CNOT [30]. Il est important de no-
ter que cette construction n’est pas forcément efficace et peut demander
un nombre de portes extrêmement grand. Cependant, il existe une infinité
d’opérations possibles sur un qubit ; outre la difficulté de la réalisation phy-
sique d’un tel ensemble continu d’opérations, ceci rend la correction des er-
reurs impossible. Il est donc préférable de disposer d’un ensemble discret de
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portes, même si l’on doit pour cela se résoudre à ne construire qu’approxima-
tivement les opérations sur plusieurs qubits. Le théorème de Solovay-Kitaev
[58] indique que toute opération unitaire sur un qubit peut être approximée
efficacement avec une précision arbitraire à l’aide des seules portes d’Hada-
mard et π

8 .

porte
π

8
:

(
1 0
0 ei π

4

)
= ei π

8

(
e−i π

8 0
0 ei π

8

)
= ei π

8 Rz

(
π

4

)

On peut donc approximer à la précision voulue n’importe quel opérateur
unitaire sur n qubits grâce à l’ensemble universel formé par les portes élé-
mentaires d’Hadamard, π

8 et CNOT. Il est intéressant de noter que la porte
π
8 est absolument nécessaire pour espérer tirer parti de la puissance du cal-
cul quantique. En effet, le théorème de Gottesman-Knill [45] stipule qu’un
ordinateur classique peut simuler efficacement un ordinateur quantique qui
disposerait des seules portes CNOT et Hadamard. Un algorithme quantique
efficace utilisant uniquement ces deux portes conduirait donc automatique-
ment à un algorithme classique également efficace.

Cet ensemble universel discret n’est pas unique. Par exemple, la porte de
Toffoli, la porte d’Hadamard et la porte de phase forment aussi un ensemble
universel. La porte de Toffoli est un NOT doublement contrôlé (fig. 2.5),
c’est-à-dire que l’on effectue l’opérateur X sur le qubit cible si et seulement
si les deux qubits de contrôle sont tous les deux égaux à |1〉.

Fig. 2.5 – Porte de Toffoli

Quant à la porte de phase, c’est l’opération

(
1 0
0 i

)
.

2.1.3 Opérations contrôlées

Pour composer les algorithmes quantiques, il est pratique de disposer de
portes un peu plus évoluées. Cette section est dédiée à la construction expli-
cite des portes les plus courantes à l’aide des portes élémentaires précédentes.
Ces portes seront nécessaires pour les algorithmes quantiques présentés dans
cette thèse.
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U

=
C B A

R(α)

Fig. 2.6 – Construction d’un opérateur contrôlé quelconque

Armé de la porte CNOT et de toutes les opérations sur un qubit, on
va construire n’importe quelle opération contrôlée sur un qubit, c’est-à-dire
l’équivalent de la porte CNOT avec une opération quelconque U à la place
de X sur le qubit cible. On peut pour cela partir de la décomposition (2.1)
de U

U = eiαRz(β)Ry(γ)Rz(δ)

On définit alors les opérateurs

A = Rz(β) Ry

(
γ

2

)

B = Ry

(
−γ

2

)
Rz

(
−δ + β

2

)

C = Rz

(
δ − β

2

)

On a alors

ABC = Rz(β)Ry

(
γ

2

)
Ry

(
−γ

2

)
Rz

(
−δ + β

2

)
Rz

(
δ − β

2

)
= I

D’autre part

AXBXC = Rz(β)Ry

(
γ

2

)
XRy

(
−γ

2

)
Rz

(
−δ + β

2

)
XRz

(
δ − β

2

)

= Rz(β)Ry

(
γ

2

)
Ry

(
γ

2

)
Rz

(
δ + β

2

)
Rz

(
δ − β

2

)

= Rz(β)Ry(γ)Rz(δ)

On a ainsi ABC = I et eiαAXBXC = U . Il suffit donc d’appliquer les
opérateurs A, B et C sur le qubit cible en intercalant des portes CNOT
dépendantes du qubit de contrôle, comme sur la figure 2.6. La porte R(α)
multiplie le qubit de contrôle par eiα si celui-ci est à |1〉, et ne fait rien sinon.
Ceci équivaut à appliquer la porte à deux qubits




1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 eiα 0
0 0 0 eiα
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9

8

7

6

5

4

3

2

1

=

Fig. 2.7 – Construction d’un CNOT multi-contrôlé (illustré pour n = 9 et
m = 5)

Un autre type de porte récurrent dans la plupart des algorithmes quan-
tiques est l’opération contrôlée par plusieurs qubits simultanément, une
généralisation de la porte précédente. On note

∧
n(U) l’opérateur U contrôlé

par n qubits, c’est-à-dire qu’on applique U sur le qubit cible si et seulement
si les n qubits de contrôle sont tous égaux à |1〉. Pour construire cette porte,
on peut commencer par construire un CNOT multi-contrôlé [9].

Si n ≥ 5 et m ∈ 3, . . . , [n/2], alors on peut construire la porte
∧

m(X)
grâce au circuit de la figure 2.7, qui contient 4(m−2) portes de Toffoli. Dans
ce circuit, considérons le premier groupe de portes. Le qubit 6 est inversé

=

Fig. 2.8 – Construction d’un CNOT multi-contrôlé (illustré pour n = 9)
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U

=

V V † V

Fig. 2.9 – Construction d’une opération multi-contrôlée sur un qubit (illustré
pour n = 9)

si et seulement si les qubits 1 et 2 sont à 1. Le qubit 7 est inversé si les 3
premiers qubits sont tous à 1, et ainsi de suite. Après le premier groupe de
portes, le qubit 9 est donc inversé si et seulement si les 5 premiers qubits
sont à 1, mais les qubits 6, 7 et 8 sont altérés. Pour leur rendre leurs valeurs
initiales, on applique donc le second groupe de portes.

En combinant 4 portes
∧

m(X), on peut construire une porte
∧

n−2(X)
sur n qubits grâce au circuit de la figure 2.8, ce qui fait un total de 8(n− 5)
portes de Toffoli. La construction d’une porte CNOT multi-contrôlée re-

W

=

A B C

Fig. 2.10 – Construction d’une opération SU(2) multi-contrôlée sur un qubit



2.2. TRANSFORMÉE DE FOURIER QUANTIQUE 21

|0〉
U

=

|0〉
U

Fig. 2.11 – Construction d’une opération multi-contrôlée sur un qubit avec
un qubit auxiliaire

quiert donc un nombre de portes élémentaires qui augmente linéairement
avec le nombre de qubits, pourvu que l’on dispose d’un qubit auxiliaire. On
peut noter également que ce qubit auxiliaire est inchangé par la porte, donc
même un qubit utilisé par ailleurs peut faire l’affaire.

Grâce à la porte
∧

n−2(X), on peut maintenant construire une opération
U quelconque sur un qubit contrôlée par plusieurs qubits grâce au circuit de
la figure 2.9, avec V tel que V 2 = U . Par récurrence, la construction d’une
porte

∧
n−1(U) requiert donc O(n2) portes élémentaires.

Cependant, dans quelques cas particuliers, la simulation de la porte∧
n−1(U) peut être linéaire en n. C’est le cas par exemple si U ∈ SU(2),

avec le circuit de la figure 2.10 (cette construction est similaire à celle de la
figure 2.6, avec α = 0, ce qui correspond bien à un opérateur de SU(2)).

Si l’on s’octroie un qubit auxiliaire, on peut également simuler une porte∧
n−1(U) de façon linéaire, avec un U quelconque (fig. 2.11). Mais contrai-

rement au cas du circuit 2.8, le qubit auxiliaire doit rester dans l’état |0〉 ; il
n’est donc pas possible de le réutiliser ailleurs.

2.2 Transformée de Fourier quantique

2.2.1 Algorithme de la Transformée de Fourier

À l’aide des portes définies précédemment, on est à présent en mesure de
construire des algorithmes quantiques évolués. Honneur à la transformée de
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Fourier quantique, qui est utilisée dans de nombreux algorithmes, dont ceux
de cette thèse. La transformée de Fourier discrète d’un vecteur complexe x0,
. . ., xN−1 est définie par

x̃k =
1√
N

N−1∑

j=0

xje
2πi jk

N

De la même manière, on définit la transformée de Fourier quantique
(TFQ) [28, 83] par son action sur les vecteurs de la base orthonormale |0〉,
. . ., |N − 1〉

|j〉 TFQ7−→ 1√
N

N−1∑

k=0

e2πi jk
N |k〉

L´équivalence avec la transformée de Fourier discrète est visible lorsqu’on
applique la transformée de Fourier quantique à une superposition d’états

N−1∑

j=0

xj |j〉 7−→
N−1∑

k=0

x̃k |k〉

Même si l’unitarité d’une telle transformation n’est pas évidente au pre-
mier abord, on peut la décomposer en une série de transformations unitaires
élémentaires. On suppose dans la suite que N = 2n ; cette hypothèse n’est
à vrai dire pas très restrictive car elle est généralement faite aussi dans le
cas de la transformée de Fourier discrète (l’algorithme de la transformée
de Fourier rapide ne marche que pour N de la forme ab). Le calcul s’effec-
tue donc sur les vecteurs de base |0〉, . . ., |2n − 1〉, et on note j1j2 . . . jn la
représentation binaire de j (ou j = j12n−1 + . . . + jn20), et 0.jljl+1 . . . jm la
fraction binaire jl/2 + jl+1/4 + . . . + jm/2m−l+1.

On peut alors factoriser la transformation de Fourier quantique ainsi

|j〉 7−→ 1
2n/2

2n−1∑

k=0

e2πijk/2n |k〉

=
1

2n/2

1∑

k1=0

. . .
1∑

kn=0

e2πij(
∑n

l=1
kl2

−l) |k1 . . . kn〉

=
1

2n/2

1∑

k1=0

. . .
1∑

kn=0

n⊗

l=1

e2πijkl2
−l |kl〉

=
1

2n/2

n⊗

l=1




1∑

kl=0

e2πijkl2
−l |kl〉




=
1

2n/2

n⊗

l=1

(
|0〉+ e2πij2−l |1〉

)
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|jn〉

|jn−1〉

|j2〉

|j1〉 H 2 n−1 n

H n−2 n−1

H 2

H |φn〉

|φn−1〉

|φ2〉

|φ1〉

Fig. 2.12 – Circuit de la transformée de Fourier quantique

=
1

2n/2

(
|0〉+ e2πi0.jn |1〉

)
⊗

(
|0〉+ e2πi0.jn−1jn |1〉

)
. . .

(
|0〉+ e2πi0.j1j2...jn |1〉

)

(2.2)

Cette décomposition permet de concevoir aisément un circuit pour la
transformée de Fourier quantique, comme celui de la figure 2.12, où

k représente l’opération

(
1 0
0 e2πi/2k

)

Pour comprendre le fonctionnement de ce circuit, suivons son action sur
|j〉 = |j1 . . . jn〉. La première porte de Hadamard donne

1√
2

(
|0〉+ e2πi0.j1 |1〉

)
|j2 . . . jn〉

Puis, la première rotation contrôlée ajoute un bit de phase supplémentaire
suivant l’état de |j2〉

1√
2

(
|0〉+ e2πi0.j1j2 |1〉

)
|j2 . . . jn〉

Et ainsi de suite jusqu’à la rotation n

1√
2

(
|0〉+ e2πi0.j1j2...jn |1〉

)
|j2 . . . jn〉

De même, la deuxième série de porte de Hadamard et de rotations
contrôlées conduisent à l’état

1
2

(
|0〉+ e2πi0.j1j2...jn |1〉

) (
|0〉+ e2πi0.j2...jn |1〉

)
|j3 . . . jn〉

À la fin du circuit, nous obtenons donc l’état

|φ1〉 ⊗ |φ2〉 ⊗ · · · ⊗ |φn−1〉 ⊗ |φn〉
=

1
2n/2

(
|0〉+ e2πi0.j1j2...jn |1〉

) (
|0〉+ e2πi0.j2...jn |1〉

)
. . .

(
|0〉+ e2πi0.jn |1〉

)
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Ceci n’est rien d’autre que la transformée de Fourier quantique de |j〉
(2.2) où l’ordre des qubits a été inversé (la transformée exacte serait |φn〉 ⊗
|φn−1〉⊗ · · · ⊗ |φ2〉⊗ |φ1〉). On peut remettre les qubits dans le bon ordre en
appliquant n/2 portes d’échange, comme celle de la figure 2.13. Cependant,
on peut faire l’économie de cette étape en redéfinissant simplement les rôles
des qubits, et en inversant donc systématiquement toutes les portes à venir.
Cela peut être fait automatiquement par l’ordinateur classique qui pilote
l’évolution de l’ordinateur quantique.

|b〉

|a〉

|a〉

|b〉
=

Fig. 2.13 – Circuit de la porte d’échange

Ce circuit contient n(n + 1)/2 portes quantiques, et est donc un moyen
efficace de calculer la transformée de Fourier discrète d’un vecteur. En com-
paraison, l’algorithme classique de transformée de Fourier rapide demande
O(n2n) opérations, ce qui est exponentiellement plus lent. Cependant, on ne
peut pas utiliser cet algorithme pour calculer näıvement la transformée de
Fourier discrète d’une série de données. Si le calcul est en effet exponentielle-
ment plus efficace, l’extraction du résultat complet de la mémoire quantique
demanderait elle un nombre exponentiel de mesures. La transformée de Fou-
rier quantique n’est pas un algorithme en elle-même, elle doit être incluse
dans un algorithme quantique à même d’utiliser simultanément toutes les
composantes du résultat, comme dans l’estimation de phase, l’algorithme de
factorisation de Shor ou les algorithmes construits dans cette thèse.

2.2.2 Estimation de phase

Comme dit ci-dessus, la transformée de Fourier quantique est très puis-
sante, mais ce n’est pas vraiment un algorithme en soi. Elle est en général uti-
lisée au sein d’autres algorithmes qui tirent parti de ses spécificités. Le plus
célèbre est sans doute l’estimation de phase [57]. Supposons qu’un opérateur
unitaire U , que l’on sait construire efficacement, a un vecteur propre |u〉 avec
la valeur propre ei2πϕ. Le but de cet algorithme est d’estimer la valeur de
ϕ. Pour cela, on fait deux hypothèses :

• on est capable de construire au préalable le vecteur propre |u〉 dont on
veut déterminer la valeur propre, ou tout du moins un état initial qui
a une projection importante sur |u〉

• on peut effectuer l’opération U2j
pour tout j ≥ 0, et ce en un temps

qui n’augmente pas exponentiellement avec j
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|u〉

|0〉

|0〉

|0〉

phase
(t qubits)



 H

H

H

U U2 U2t-1 |u〉

1√
2

(
|0〉+ e2πi(20ϕ) |1〉

)
1√
2

(
|0〉+ e2πi(21ϕ) |1〉

)

1√
2

(
|0〉+ e2πi(2t−1ϕ) |1〉

)

Fig. 2.14 – Circuit quantique pour l’estimation de phase

La seconde hypothèse est très contraignante, puisque même si l’on sait
appliquer U de manière efficace, rien ne garantit qu’il en soit de même pour
U2j

. Par exemple la méthode qui consisterait à itérer 2j fois l’opérateur U
demande un nombre d’opérations qui crôıt exponentiellement avec j. L’al-
gorithme d’estimation de phase n’est donc utile que dans les cas particuliers
où cette construction efficace est possible.

Deux registres vont être utilisés : un premier registre de t qubits ini-
tialement mis à |0〉, qui va accueillir l’estimation de ϕ à la fin du calcul,
et un deuxième registre qui contient le vecteur propre |u〉. L’algorithme se
décompose en deux phases. On applique en premier lieu le circuit de la figure
2.14. La série de transformations d’Hadamard permettent d’obtenir l’état

1
2t/2

(|0〉+ |1〉) (|0〉+ |1〉) . . . (|0〉+ |1〉)⊗ |u〉

Puis l’application d’une suite de puissances de l’opérateur U sur le second
registre contrôlée par le premier registre conduit à l’état

1
2t/2

(
|0〉+ U2t−1 |1〉

) (
|0〉+ U2t−2 |1〉

)
. . .

(
|0〉+ U20 |1〉

)
⊗ |u〉

=
1

2t/2

2t−1∑

k=0

|k〉 ⊗ Uk |u〉

=


 1

2t/2

2t−1∑

k=0

e2πikϕ |k〉

⊗ |u〉

La deuxième phase de l’algorithme consiste à appliquer une transformée
de Fourier quantique inverse sur le premier registre (celle-ci est obtenue en
inversant l’ordre des portes du circuit 2.12). Puis on termine en mesurant
simplement le premier registre dans la base naturelle.
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En effet, l’état du premier registre obtenu à la fin de la première phase
est de la forme 1

2t/2

∑2t−1
k=0 f(k) |k〉 avec f(k) = e2πikϕ. Une transformée de

Fourier inverse continue de f donnerait
∫ ∞

−∞
f(x)e−2πixνdx =

∫ ∞

−∞
e−2πix(ν−ϕ)dx = δ(ν − ϕ)

On voit donc intuitivement que la transformée de Fourier quantique inverse
(discrète) va conduire à un état dont la mesure donne une valeur proche de
ϕ avec une forte probabilité. Quantitativement, appelons b l’entier compris
entre 0 et 2t− 1 tel que b/2t soit la meilleure approximation de ϕ inférieure
à ϕ. Supposons que le résultat de la mesure finale du premier registre est
m, et soit e un entier positif. La probabilité pour que m soit proche de b à
e près peut être majorée (voir par exemple [71])

p(|m− b| > e) ≤ 1
2(e− 1)

(2.3)

Supposons qu’on désire une approximation de ϕ exacte à n bits (n ≤ t),
c’est-à-dire avec une précision de 2−n. On choisit donc e = 2t−n − 1, et
d’après (2.3), la probabilité d’obtenir une approximation de ϕ avec cette
précision est d’au moins 1 − 1/2(2t−n − 2). Pour avoir une précision de n
bits sur ϕ avec une probabilité d’au moins 1− ε, il faut ainsi prendre

t = n +
⌈
log2

(
2 +

1
2ε

)⌉

où d e désigne l’arrondi à l’entier supérieur.

Une application spectaculaire de l’estimation de phase est l’algorithme
de Shor [83, 85]. En effet, la factorisation d’un entier N peut être réduite au
problème de trouver la période de la fonction f(x) = ax mod N , où a < N
est choisi aléatoirement et n’a pas de facteur commun avec N . Ceci peut
être fait en appliquant l’algorithme d’estimation de phase à l’opérateur U
tel que

U |y〉 = |ay mod N〉
Cela est possible car les puissances de U sont constructibles de manière
efficace, et car le vecteur propre auquel on applique l’algorithme ne dépend
pas de a ni de N .

2.3 Recherche quantique

2.3.1 Algorithme de Grover

Un autre algorithme illustre est celui de Grover [47, 48]. Supposons que
l’on dispose d’une liste de N éléments, et que l’on veuille en trouver un
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qui réponde à certains critères. Si la liste ne possède pas de structure par-
ticulière (par exemple si les éléments y sont rangés aléatoirement), alors
aucun algorithme classique ne peut faire mieux que de regarder les éléments
un par un jusqu’à trouver le bon. Cette méthode de recherche rudimentaire
mais néanmoins optimale requiert en moyenne N/2 opérations, soit O(N).
Remarquablement, il existe un algorithme de recherche quantique (appelé
algorithme de Grover) qui permet d’effectuer la même recherche en O(

√
N)

opérations.

Pour formuler ce problème plus précisément, on introduit une fonction
f(x) qui vaut 1 si x est l’un des éléments recherchés et 0 sinon. On suppose
de plus que N = 2n et qu’il y a exactement M éléments qui correspondent
aux critères de la recherche, avec 0 ≤ M ¿ N . Classiquement, la recherche
se réduit alors à trouver l’un des M éléments x qui vérifient f(x) = 1.

Afin de pouvoir formuler les deux algorithmes de la même manière, on
suppose qu’on dispose également d’un oracle quantique O : on soumet à
cette bôıte noire un état |x〉 accompagné d’un qubit auxiliaire |a〉, et celle-
ci nous révèle par l’intermédiaire du qubit auxiliaire si |x〉 fait parti des
éléments recherchés ou non. Plus précisément, l’oracle O effectue l’opération
quantique

|x〉 |a〉 −→ |x〉 |a⊕ f(x)〉
Si l’on applique l’oracle à l’état |x〉|0〉, il suffit de mesurer ensuite le qubit
auxiliaire pour déterminer si x est une des solutions recherchées, auquel cas
le résultat de la mesure sera 1. Dans le cas de l’algorithme de Grover, il est
cependant plus astucieux d’appliquer l’oracle avec un qubit auxiliaire dans
l’état 1√

2
(|0〉 − |1〉). On effectue ainsi la transformation

|x〉
( |0〉 − |1〉√

2

)
−→ (−1)f(x) |x〉

( |0〉 − |1〉√
2

)

Comme le qubit auxiliaire n’est pas modifié, on l’omettra par la suite :

|x〉 −→ (−1)f(x) |x〉

On ne se préoccupe pas pour l’instant de savoir comment est constitué
l’oracle, on se contente juste de supposer qu’il est possible de le construire
efficacement. Cependant, on suppose également que l’appel à l’oracle est le
facteur limitant de l’algorithme, l’étape qui coûte le plus. Grâce à cette
hypothèse, l’efficacité de l’algorithme sera évaluée simplement comme le
nombre d’appels nécessaires à l’oracle. On peut remarquer que cela était
déjà le cas classiquement, puisqu’on a considéré la vérification d’un élément
comme une opération élémentaire.
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|0〉

|0〉

|0〉

|0〉

n qubits



 H

H

H

H

G G G

Fig. 2.15 – Circuit quantique pour l’algorithme de Grover

L’algorithme proprement dit est représenté sur la figure 2.15. On com-
mence par construire une superposition uniforme |ψ〉 de tous les états grâce
à la transformation H⊗n appliquée à |0 . . . 0〉

|ψ〉 =
1√
N

N−1∑

x=0

|x〉

Grâce à l’application répétée de l’opérateur de Grover G, l’amplitude de pro-
babilité des états recherchés est ensuite augmentée progressivement, pendant
que celle des autres est diminuée. Si l’on mesure le registre quantique à la
fin de cet algorithme, on trouvera ainsi avec une forte probabilité l’une des
solutions à notre problème de recherche.

L’opérateur de Grover se décompose en 4 étapes :

1. application de l’oracle O

2. transformation d’Hadamard H⊗n

3. application d’une phase de −1 sur tous les états de l’ordinateur sauf
|0〉, soit l’opération P = 2 |0〉 〈0| − I

4. transformation d’Hadamard H⊗n

L’effet combiné des 3 dernières étapes peut se résumer dans l’opération

H⊗n(2 |0〉 〈0| − I)H⊗n = 2 |ψ〉 〈ψ| − I

Une itération de Grover peut donc s’écrire

G = (2 |ψ〉 〈ψ| − I)O

Le mécanisme de cet algorithme s’explique élégamment à l’aide d’une
représentation géométrique. Appelons S l’ensemble des éléments x qui sa-
tisfont aux critères de la recherche, et S̄ son complémentaire. On définit les
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G = O

H

H

H

H

P

H

H

H

H

Fig. 2.16 – Circuit quantique pour une itération de Grover

états |α〉 et |β〉

|α〉 =
1√

N −M

∑

x∈S̄

|x〉

|β〉 =
1√
M

∑

x∈S

|x〉

Dans le plan (|α〉 , |β〉), l’itération de Grover prend une forme très simple.
En effet, l’état initial du calcul |ψ〉 peut être réexprimé en fonction de ces
vecteurs

|ψ〉 =

√
N −M

N
|α〉+

√
M

N
|β〉

= cos
(

θ

2

)
|α〉+ sin

(
θ

2

)
|β〉

De plus, l’oracle O multiplie tous les états de S par −1 et laisse ceux de
S̄ invariants. Il s’agit donc tout simplement d’une réflexion par rapport au
vecteur |α〉 dans le plan (|α〉 , |β〉). De même, 2 |ψ〉 〈ψ| − I est une réflexion
par rapport au vecteur |ψ〉. L’action de G, qui est la composée de deux
réflexions, est donc finalement une rotation dans le plan (|α〉 , |β〉), d’un
angle égal à θ (le double de l’angle entre |α〉 et |ψ〉). Toutes ces opérations
sont représentées sur la figure 2.17, en partant d’un état quelconque |ϕ〉.

L’état obtenu après k applications de l’itération de Grover G est donc la
rotation de |ψ〉 d’un angle kθ dans le plan (|α〉 , |β〉)

Gk |ψ〉 = cos
(

2k + 1
2

θ

)
|α〉+ sin

(
2k + 1

2
θ

)
|β〉

L’objectif de l’algorithme étant d’augmenter l’amplitude de probabilité des
états |x〉 tels que x ∈ S, on cherche en fait à se rapprocher le plus possible
du vecteur |β〉. Quel est le nombre r d’itérations nécessaires pour atteindre
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θ/2

θ

O|ϕ〉

|ϕ〉

|ψ〉

G|ϕ〉
|β〉

|α〉

Fig. 2.17 – Interprétation géométrique de l’algorithme de Grover

ce but ? On veut Gr |ψ〉 ≈ |β〉, donc on doit choisir r tel que
(
r + 1

2

)
θ soit

le plus proche possible de π
2 , soit

r =
[

π

2θ
− 1

2

]
=

⌊
π

2θ

⌋

où [ ] représente l’entier le plus proche, et b c le plus grand entier inférieur
ou égal. Comme

sin
(

θ

2

)
=

√
M

N
≤ θ

2

On obtient une borne supérieure pour l’efficacité de l’algorithme

r ≤ π

4

√
N

M
= O(

√
N)

Par ailleurs, il a été démontré que cette efficacité en O(
√

N) était op-
timale [13, 16]. C’est-à-dire que tout algorithme quantique qui consiste en
une succession d’opérations unitaires et d’appels à l’oracle nécessite au moins
O(
√

N) appels pour réussir avec une forte probabilité. Bien que le gain ne
soit pas aussi important que dans le cas de l’algorithme de Shor, l’intérêt de
cet algorithme n’en est pas moindre puisqu’il est très versatile. En effet, un
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grand nombre de problèmes mathématiques peuvent être formulés comme la
recherche d’une solution devant satisfaire les critères d’un oracle. Cela inclut
notamment tous les problèmes NP, qui peuvent être durs à résoudre, mais
dont on peut vérifier les solutions facilement. Pour cette classe de problèmes,
l’algorithme de Grover permet d’obtenir un gain de vitesse quadratique de
manière systématique. Cependant, comme le gain n’est pas exponentiel mais
seulement polynomial, cela ne suffit pas à changer la classe de complexité
de ces problèmes. Il faut noter enfin que le gain quadratique de Grover est
prouvé, ce qui n’est pas le cas du gain exponentiel de Shor, puisqu’il peut
éventuellement exister un algorithme classique efficace de factorisation en-
core non découvert.

2.3.2 Amplification d’amplitude

L’algorithme de Grover peut être généralisé sous une forme intéressante
[17, 18]. Cette extension est utilisée dans la deuxième publication de cette
thèse. Supposons que l’espace de Hilbert de l’ordinateur se décompose comme
la somme directe de deux sous-espaces H0 et H1

H = H0 ⊕H1

À la fin d’un certain calcul représenté par l’opérateur unitaire A, l’ordi-
nateur quantique se trouve dans un état |ψ〉 = A |0〉. Si |ψ0〉 et |ψ1〉 sont
respectivement les projections de |ψ〉 sur H0 et H1

|ψ〉 = |ψ0〉+ |ψ1〉
Or, pour une raison particulière seule la composante de |ψ〉 qui se trouve
dans H1 nous intéresse. Par exemple, dans le cas où la probabilité totale
a = 〈ψ1 |ψ1〉 de mesurer la fonction d’onde |ψ〉 dans un état de H1 est
faible, il est très inefficace de déterminer l’expression de |ψ1〉 dans la base
naturelle par une mesure directe. On va donc chercher à augmenter l’ampli-
tude de |ψ1〉 tout en diminuant celle de |ψ0〉 afin d’obtenir un état qui soit
entièrement compris dans H1.

Pour cela, on utilise une version modifiée de l’algorithme de Grover. Le
processus d’amplification est réalisé en appliquant itérativement à l’état |ψ〉
l’opérateur

Q = APA†O

De même que précédemment, P est un opérateur qui multiplie tous les états
par -1 sauf |0〉, et O est un oracle qui applique une phase de -1 également à
tous les états qui sont inclus dans H1

|x〉 −→
{
− |x〉 si |x〉 ∈ H1

|x〉 si |x〉 ∈ H0
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Q est donc la composition de la réflexion d’axe |ψ〉〈ψ|

APA† = A(2 |0〉 〈0| − I)A† = 2 |ψ〉 〈ψ| − I

et de la réflexion d’axe |ψ0〉〈ψ0|

O = 2 |ψ0〉 〈ψ0| − I

De manière analogue à l’itération de Grover, Q a pour effet de tourner le
vecteur |ψ〉 dans le plan (|ψ0〉 , |ψ1〉) d’un angle θ défini par

sin2
(

θ

2

)
= 〈ψ |ψ1〉 = a

Après k itérations de Q sur |ψ〉, l’état obtenu est

Qk |ψ〉 =
1√

1− a
cos

(
2k + 1

2
θ

)
|ψ0〉+

1√
a

sin
(

2k + 1
2

θ

)
|ψ1〉 (2.4)

Pour avoir l’amplitude de |ψ1〉 la plus grande possible, on doit choisir un
nombre d’itérations

r =
⌊

π

2θ

⌋
≈ π

4
√

a

la dernière approximation étant valable si a est faible, ce qui est généralement
le cas puisqu’on cherche précisément à l’amplifier.

Illustrons l’utilité de cet algorithme sur un exemple. Prenons un registre
de 5 qubits dont les états de base représentent des positions variant de 0 à
25−1 = 31. L’algorithme A appliqué à ce registre délivre une fonction d’onde
|ψ〉, dont seule la partie qui est située près de l’origine est digne d’intérêt.
On choisit donc arbitrairement d’amplifier la fonction d’onde entre les po-
sitions 0 et 22 − 1 = 3. Ceci est réalisé en appliquant l’algorithme présenté
ci-dessus, avec l’oracle O de la figure 2.18. Celui-ci ajoute une phase de -1
si les 3 qubits de poids fort sont tous à 0, ce qui correspond bien aux états
|x〉 avec x entre 0 et 3. La construction de telles portes multi-contrôlées est
détaillée dans la section (2.1.3).

Un aspect assez gênant de cet algorithme est qu’il nécessite la connais-
sance préalable de a pour fonctionner. Il est possible d’obtenir une estimation
de a grâce une utilisation subtile de la transformée de Fourier quantique.
Cependant, de tels raffinements ne sont la plupart du temps pas nécessaires.
En effet, il s’agit généralement d’amplifier un petit sous-espace (a ¿ 1) afin
de pouvoir mesurer avec une bonne probabilité les amplitudes relatives des
états qui y sont contenus. Pour cela, obtenir un état |ϕ〉 tel que 〈ϕ1|ϕ1〉 ∼ 1
est suffisant. Si l’on regarde l’équation (2.4), on voit qu’en prenant un k
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1√
2
(|0〉 − |1〉)

|ψ〉





=
X

X

X

X

X

X

Fig. 2.18 – Exemple d’oracle pour l’algorithme d’amplification d’amplitude

au hasard, mais toutefois assez grand pour que 2k+1
2 θ À π, alors on peut

considérer que

Qk |ψ〉 =
1√

1− a
cos(γ) |ψ0〉+

1√
a

sin(γ) |ψ1〉

avec γ un angle tiré de manière aléatoire et uniforme entre 0 et 2π. Dans
ce cas, la probabilité de réussite de l’algorithme est de

〈
sin2(γ)

〉
= 1

2 . Si
le k choisi au hasard n’est pas assez grand, on peut atteindre de manière
efficace le régime en question en doublant la valeur de k à chaque échec de
l’algorithme.

2.4 Simulations de systèmes quantiques

Cette dernière partie est consacrée plus spécifiquement à la simulation
des systèmes quantiques. Comme mentionné dans l’introduction, les ordina-
teurs quantiques seraient très utiles pour simuler l’évolution dynamique de
systèmes quantiques. Par exemple dans le cas d’un problème quantique à N
corps, la taille de l’espace de Hilbert augmente exponentiellement avec N
mais le nombre de qubits nécessaire pour simuler ce système crôıt seulement
comme N . L’idée originale remonte à Feynman, mais celui-ci n’avait proposé
aucun exemple précis. Depuis, de nombreux algorithmes ont été conçus, no-
tamment pour la simulation de systèmes quantiques à N corps [68, 1, 72] et
la simulation de systèmes de spins [66, 87].

Prenons comme illustration une méthode générale pour simuler un systè-
me quantique à temps continu qui a été développée dans [95, 99]. Considérons
le mouvement d’une particule quantique à une dimension. Il est régi par
l’équation de Schrödinger

ih̄
∂

∂t
ψ(x, t) = Hψ(x, t)
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où le hamiltonien est donné par

H = H0 + V (x) avec H0 = − h̄2

2m

∂2

∂x2

H0 est la partie responsable de l’évolution libre du système, et V (x) est un
potentiel à une dimension. Supposons que l’on désire simuler l’évolution de
ψ(x, t) sur un ordinateur quantique de n qubits. Tout d’abord, si le système
n’est pas naturellement quantifié, il faut procéder à une discrétisation de la
variable continue x. Cela revient a borner l’espace accessible, et à découper
celui-ci en 2n intervalles, représentés chacun par un des 2n états de l’espace
de Hilbert de l’ordinateur. On supposera maintenant pour simplifier que le
système est déjà quantifié (c’est le cas des modèles qui seront étudiés dans
les chapitres suivants).

Pour intégrer l’équation de Schrödinger, on discrétise l’évolution en temps
également. En effet, pour deux opérateurs A et B quelconques on peut
décomposer l’opérateur d’évolution grâce à la formule de Trotter :

lim
n→∞

(
eiAt/neiBt/n

)n
= ei(A+B)t

Considérons un intervalle de temps ε ; l’état de la fonction d’onde à l’instant
t + ε est donné en fonction de celui au temps t par

ψ(x, t + ε) = e−
i
h̄
[H0+V (x)]εψ(x, t)

Comme H0 et V (x) ne commutent pas, on doit utiliser un développement
approché pour construire l’opérateur du membre de droite

ei(A+B)∆t = eiA∆teiB∆t + O(∆t2)

On peut noter au passage qu’il existe aussi un autre développement à peine
plus compliqué qui permet d’approximer ei(A+B)∆t à l’ordre 3 en ∆t

ei(A+B)∆t = eiA∆t/2eiB∆teiA∆t/2 + O(∆t3)

Si ε est suffisamment petit, on peut écrire

e−
i
h̄
[H0+V (x)]ε ≈ e−

i
h̄

H0εe−
i
h̄

V (x)ε (2.5)

Pour implémenter ces opérateurs, on utilise la transformée de Fourier quan-
tique. Si F est l’opérateur de transformée de Fourier, la variable k conjuguée
de x est telle que −i ∂

∂x = F †kF . Comme p = h̄k, le premier opérateur de
2.5 peut s’écrire

e−
i
h̄

H0ε = F †e
i
h̄

(
h̄2k2

2m

)
ε
F
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On peut ainsi simuler l’évolution du système de la façon suivante : on
découpe la durée t de la simulation en s tranches ε (t = sε). Pour obtenir la
fonction d’onde ψ(x, t), il suffit alors d’appliquer s fois l’opérateur

F †e
i
h̄

(
h̄2k2

2m

)
ε
Fe−

i
h̄

V (x)ε

L’opérateur e−
i
h̄

V (x)ε est diagonal dans la représentation x. Grâce à la trans-
formée de Fourier F , on passe en représentation k, où l’opérateur d’évolution
libre est à son tour diagonal. On termine le cycle en appliquant l’opérateur
F † = F−1 pour revenir en représentation x.

La principale difficulté est ainsi de construire une transformation unitaire
diagonale du type

|x〉 7−→ eif(x) |x〉
où f est une fonction quelconque. Il existe une méthode générale pour
construire ce type d’opérateur diagonal, mais elle est assez gourmande en
qubits. Dans les chapitres suivants, des méthodes qui tirent parti de la forme
particulière de f seront présentées. Bien sûr, ce type d’algorithme ne donne
qu’une méthode pour simuler le système, et la complexité réside aussi dans
la manière de mesurer et d’extraire de l’information de la fonction d’onde
finale.

Une famille de systèmes qui se prêtent bien à la simulation par des ordina-
teurs quantiques est celle des applications quantiques. Plusieurs algorithmes
ont déjà été développés pour différents modèles issus du chaos quantique.
On peut citer l’application du boulanger [78], qui a déjà a été implémentée
sur 3 qubits en utilisant la résonance magnétique nucléaire [94], ainsi que le
rotateur pulsé [43] et l’application en dents de scie [10]. Le calcul de quan-
tités physiques intéressantes dans les modèles dynamiques a aussi été abordé
dans [32, 31]. Dans une optique voisine, il existe aussi des algorithmes quan-
tiques permettant de simuler des systèmes chaotiques classiques [44].

Dans cette thèse, nous expliciterons et développerons des algorithmes
mieux adaptés aux applications pulsées (comme le rotateur pulsé ou le
modèle de Harper pulsé). Nous discuterons également l’extraction d’infor-
mations à partir de tels algorithmes.
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Chapitre 3

Simulation du rotateur pulsé

3.1 Applications Quantiques : exemple du rota-
teur pulsé

3.1.1 Rotateur pulsé classique

Pour étudier le chaos dynamique, il est intéressant de disposer d’un
modèle simple qui soit aisé à simuler, mais qui reproduise néanmoins les
caractéristiques essentielles. Si on prend un système dynamique dont l’ha-
miltonien ne dépend pas explicitement du temps, alors il faut au moins
2 degrés de liberté pour voir apparâıtre un comportement chaotique (un
système à un seul degré de liberté est intégrable si l’énergie est conservée).
Une autre solution est de choisir un système à un seul degré de liberté, mais
dépendant du temps. Parmi ces systèmes, une classe de modèles très étudiée
[26] est celui des applications pulsées, définies par le Hamiltonien

H(q, p, t) = H0(p) + V (q)
∞∑

m=−∞
δ(t−mT ) (3.1)

dont le comportement est régi par les équations du mouvement classiques

q̇ =
∂H

∂p
, ṗ = −∂H

∂q

Le système évolue donc librement selon H0(p), mais subit périodiquement
des perturbations externes de potentiel V (q), sous la forme d’impulsions in-
finiment courtes. Pour étudier ce modèle, on se ramène à une application
discrète en ne considérant l’état du système qu’aux instants qui précèdent
immédiatement les impulsions (c’est-à-dire les temps de la forme mT − ε,
avec ε infinitésimal).

37
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-
0 T 2T 3T 4T

−ε ε T−ε

t

On peut alors écrire l’état du système (q̄, p̄) à l’instant (m + 1)T − ε
en fonction de (q, p), l’état à l’instant précédent mT − ε. Cette relation ne
dépend pas de m à cause de la périodicité en temps de H, donc on prendra
m = 0 pour simplifier le calcul. De plus, on peut remarquer que p est constant
entre ε et T − ε.

p̄− p =
∫ T−ε

−ε
ṗ dt

=
∫ T−ε

−ε
−V ′(q)

∑
m

δ(t−mT ) dt

=
∫ ε

−ε
−V ′(q)δ(t) dt = −V ′(q)

q̄ − q =
∫ T−ε

−ε
q̇ dt

=
∫ T−ε

−ε
H ′

0(p) dt = H ′
0 (p(ε))T = H ′

0(p̄)T

{
p̄ = p− V ′(q)
q̄ = q + TH ′

0(p̄)
(3.2)

Pour calculer l’état du système à n’importe quel instant mT − ε, il suffit
donc d’itérer cette application m fois à partir de l’état initial.

Une autre façon de construire l’application (3.2) est de partir non pas
d’un système à un degré de liberté dépendant du temps comme (3.1) mais
d’un système conservatif adéquat à 2 degrés de liberté, et de restreindre
l’étude aux instants où l’un des paramètres passe par une valeur donnée
(sections de Poincaré). À cause de la conservation de l’énergie, la variété sur
laquelle s’effectue le mouvement est alors bien une surface dans l’espace des
phases.

Un cas particulier très populaire de cette classe de modèles est celui du
rotateur pulsé (aussi appelé application standard ou application de Chiri-
kov [24, 25]). On suppose que (q, p) sont des variables d’angle et de moment
cinétique (θ, p), et on choisit un hamiltonien d’évolution libre de la forme
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H0(p) = p2

2 et un potentiel V (θ) = k cos(θ) (k ≥ 0), ce qui donne l’hamilto-
nien

H(θ, p, t) =
p2

2
+ k cos(θ)

∑
m

δ(t−mT ) (3.3)

et l’application {
p̄ = p + k sin(θ)
θ̄ = θ + T p̄ mod 2π

(3.4)

Malgré sa simplicité apparente, cette application possède de nombreuses
propriétés et est utilisée pour modéliser des systèmes physiques très variés.
Par exemple, le mouvement d’une comète autour du Soleil perturbé par Ju-
piter, ou le mouvement d’une particule chargée dans un piège magnétique
peuvent tous deux être décrits par l’application standard.

Puisque θ est un angle, la topologie de l’espace des phases est cylindrique.
De plus, l’application est périodique en p, de période 2π

T . On peut donc se
contenter d’étudier l’espace des phases sur une seule cellule de 2π× 2π

T (fig.
3.1).

2π θ

2π

T

0

p

∆pr

Fig. 3.1 – Représentation
schématique de l’espace des phases
du rotateur pulsé. Les courbes
représentent quelques trajectoires ap-
partenant aux résonances principales,
de largeur ∆pr.

Si l’on effectue le changement de variable x = θ
2π et y = Tp

2π , alors
l’application (3.4) peut se réécrire sous la forme

{
ȳ = y + K

2π sin(2πx)
x̄ = x + ȳ

(3.5)

On voit donc que la dynamique du système est complètement déterminée
par le seul paramètre K = kT , en plus bien sûr des conditions initiales. Avec
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ces nouvelles variables, une cellule dans l’espace des phases est paramétrée
par x et y variant entre 0 et 1.

Pour K = 0, le système est intégrable (y est une quantité conservée), et
le mouvement d’un point s’effectue le long de lignes à y constant, qui sont des
tores à une dimension [77]. Toutes les orbites pour lesquelles y0 = N

M (avec N
et M entiers premiers entre eux) sont périodiques de période M . Autrement
dit, si on réécrit l’application (3.5) comme l’action d’un opérateur R

(
ym+1

xm+1

)
= R

(
ym

xm

)

alors tous les points pour lesquels y0 = N
M sont des points fixes de RM . Si y0

est irrationnel, alors l’orbite ne se répète jamais et parcourt la ligne y = y0

dans son intégralité au cours du temps. On peut définir une quantité appelée
nombre d’enroulement par l’écart moyen entre deux valeurs successives de
x sur une orbite

w = lim
m→∞

xm − x0

m

Pour K = 0, le nombre d’enroulement est simplement w = y0. Cette
définition va permettre de caractériser les orbites, périodiques ou non, pour
K 6= 0. On appelle les orbites périodiques de nombre d’enroulement w = N

M
des cycles d’ordre M . Le mouvement d’un point sur cette orbite est dit
résonnant.

Lorsque l’on ajoute la perturbation (K 6= 0), l’application cesse d’être
intégrable, et l’interaction entre les résonances non linéaires conduit à l’ap-
parition du chaos. Kolmogorov, Arnol’d et Moser (appelés affectueusement
KAM) ont développé une théorie perturbative en K qui peut être appliquée
aux régions non résonantes de l’espace des phases sous certaines conditions
de régularité du potentiel V [60, 77]. Ces conditions étant vérifiées par
l’application standard, sa transition vers le chaos sera orchestrée selon le
théorème KAM.

Dès que K > 0, les tores dont le nombre d’enroulement est ration-
nel se transforment instantanément en des châınes d’̂ılots intégrables. Ce
phénomène s’explique par le fait que le comportement général de l’applica-
tion standard est alors essentiellement gouverné par le flot près des points
fixes. Supposons que (xf , yf ) soit un point fixe de RM

(
yf

xf

)
= RM

(
yf

xf

)

On linéarise alors l’application (3.5) autour de ce point, en posant xi =
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xf + δxi et yi = yf + δyi

(
δyM

δxM

)
= ∇RM

(
δy0

δx0

)

avec

∇RM =

(
∂yM
∂y0

∂yM
∂x0

∂xM
∂y0

∂xM
∂x0

)

Les deux valeurs propres λ1 et λ2 de ∇RM déterminent le type de flot
aux alentours du point fixe. Comme l’application R préserve les surfaces,
det

(
∇RM

)
= λ1λ2 = 1. Deux cas peuvent se présenter :

• λ1 et λ2 sont complexes de module 1, le flot est alors elliptique
• λ1 et λ2 sont réelles, le flot est alors hyperbolique

À cause de la direction du flot aux environs des points fixes, deux points
d’un même type ne peuvent pas être contigus dans l’espace des phases. De
plus, si Pf est un point fixe de RM , alors RPf , R2Pf , . . ., RM−1Pf le sont
aussi. Pour chaque nombre d’enroulement w = N

M , on aura donc deux cycles
d’ordre M entrelacés, l’un elliptique et l’autre hyperbolique, du moins tant
que K n’est pas trop grand.

Prenons comme exemple le cycle d’ordre 1, qui admet comme points fixes
(0, 0) et (1

2 , 0). En linéarisant R près de ces points on obtient
(

δy1

δx1

)
=

(
1 k cos(2πxf )
T 1 + kT cos(2πxf )

) (
δy0

δx0

)

Les valeurs propres locales de cette application linéarisée sont alors

λ± =
2 + K cos(2πxf )

2
±

√
K cos(2πxf )

(
1 +

K cos(2πxf )
4

)

Pour xf = 0, λ+ et λ− sont réelles avec λ+ > 1, donc le flot autour du point
(0, 0) va être hyperbolique, comme représenté sur la figure 3.2. En xf = 1

2 ,
λ+ et λ− sont complexes de module 1, et le flux est elliptique autour de ce
point.

Pour K > 0, les cycles d’ordre M sont donc des châınes de M ı̂lots
chacune. Sur la figure 3.3, pour K = 0,5 , on peut voir par exemple tous
les cycles jusqu’à l’ordre 5. Le chaos commence à se développer le long
des séparatrices, et notamment autour des points fixes hyperboliques. Les
tores dont le nombre d’enroulement est irrationnel ont eux un comporte-
ment totalement différent. D’après le théorème KAM, ces tores, appelés
judicieusement tores KAM, sont préservés en présence d’une faible pertur-
bation. En effet, le destin de ces tores est dicté par le comportement des
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Fig. 3.2 – Résonances d’ordre 1 et 2 du rotateur pulsé.

châınes d’ilôts qui les jouxtent. Chaque tore KAM est bordé par une in-
finité d’orbites périodiques, dont l’influence va être d’autant plus grande
que celles-ci seront proches dans l’espace des phases. À ce titre, les orbites
les plus prépondérantes sont celles dont le nombre d’enroulement est une
approximation rationnelle de celui du tore KAM considéré. Cependant, la
largeur de ces châınes de résonances décrôıt fortement lorsque l’ordre M
du cycle augmente. En d’autres termes, plus les résonances sont proches du
tore, plus leur largeur est faible. Selon le théorème KAM, ces deux effets se
compensent et la somme des largeurs converge. Ceci explique pourquoi les
tores KAM peuvent survivre même pour K 6= 0. Lorsque K augmente, ils
sont tout d’abord simplement déformés par les résonances voisines, puis à
terme rompus lorsque celles-ci deviennent trop importantes.

Le nombre d’enroulement w d’un tore KAM peut s’écrire sous la forme
d’une fraction continue

w = [a0, a1, a2, a3, . . .] = a0 +
1

a1 +
1

a2 +
1

a3 + · · ·



3.1. APPLICATIONS QUANTIQUES 43

avec ai entier et ai ≥ 1 ∀ i ≥ 1 (si on se restreint à une seule cellule de l’espace
des phases, a0 = 0). On peut alors obtenir une bonne approximation ration-
nelle de w en tronquant ce développement à un ordre donné (ce qui revient à
prendre un des coefficient ai = ∞). Plus précisément, si w = [a0, a1, a2, . . .],
alors les approximants rationnels Ni

Mi
donnés par Ni

Mi
= [a0, a1, . . . , ai,∞] sont

les meilleurs qui existent, c’est-à-dire que
∣∣∣∣w − N

M

∣∣∣∣ ≥
∣∣∣∣w − Ni

Mi

∣∣∣∣ ∀ M, N avec M < Mi+1

Ainsi, on peut étudier un tore KAM de nombre d’enroulement w en construi-
sant la suite des orbites périodiques de nombres d’enroulement Ni

Mi
qui con-

vergent vers ce tore. Comme la largeur de leurs résonances décrôıt lorsque
Mi augmente, le tore KAM peut rester intact pour de faibles valeurs de K
malgré la présence d’orbites périodiques arbitrairement proches.

Lorsque l’on augmente K, les tores KAM vont donc être détruits les uns
après les autres par l’expansion des résonances voisines. Sur la figure 3.3, on
peut voir par exemple pour K = 0,8 que l’espace des phases est constitué
de zones chaotiques constellées d’ilôts intégrables, et séparées les unes des
autres par les tores KAM encore intacts. Il existe une valeur critique de K,
Kc, au-delà de laquelle tous les tores KAM sont détruits et les zones chao-
tiques communiquent toutes entre elles. Les derniers tores à être détruits
sont ceux dont les nombres d’enroulement (irrationnels) sont les plus diffi-
ciles à approximer par des rationnels. C’est le cas des deux tores w = 1

ϕ et
w = 1− 1

ϕ , où ϕ est le nombre d’or, défini par

ϕ = [1, 1, 1, . . . , 1, . . .] =
1 +

√
5

2

Comme tous les coefficients du développement sont des 1, la convergence
des approximants rationnels vers ϕ est très lente. Les zones de résonance les
plus proches de ces deux tores vont être d’ordre très élevé, et leur finesse va
rendre la destruction des tores beaucoup plus difficile. Ils sont encore visibles
sur la figure 3.3 pour K = 0,9716 ≈ Kc ; pour cette valeur de K, tous les
autres tores KAM ont été détruits.

Enfin, lorsque K > Kc, l’espace des phases est constitué d’une mer chao-
tique parsemée d’̂ılots intégrables, dont la taille se réduit au fur et à mesure
que K augmente. Un point situé initialement dans la zone chaotique peut
traverser librement tout l’espace des phases dans la direction des moments,
ce qui était interdit avant par la présence des tores KAM. En effet, aucune
trajectoire ne peut franchir les courbes invariantes correspondant à des or-
bites périodiques.
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Fig. 3.3 – Espace des phases du rotateur pulsé, pour K = 0,2 , K = 0,5 ,
K = 0,8 , K = 0,9716 , K = 1,3 et K = 3,0 (les courbes correspondent à des
trajectoires périodiques, et les zones grises à des trajectoires chaotiques).
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Pour déterminer la valeur de Kc, on peut commencer par analyser la
résonance principale, d’ordre 1. Si K = kT est faible, alors |p̄ − p| ¿ 1 et
|θ̄ − θ| ¿ 1, et l’équation aux différences (3.4) peut être vue comme une
équation aux dérivées partielles découlant de l’hamiltonien

Hr(θ, p) =
p2

2
+

k

T
cos θ

Dans ces conditions, le système est équivalent à un pendule simple. La
résonance est alors délimitée dans l’espace des phases par une trajectoire
particulière, appelée séparatrice, qui sépare les trajectoires liées (oscillations
autour du point (π, 0)) des trajectoires libres. La largeur maximale de la
résonance, atteinte pour θ = π, est telle que Hr(0, 0) = Hr(π, ∆pr

2 ), d’où

∆pr = 4

√
k

T

Ce régime perturbatif, où les résonances sont supposées ne pas interagir
entre elles, va nécessairement prendre fin lorsque la résonance principale va
entrer en contact avec celle de la cellule du dessus, comme on peut le voir
sur la figure 3.1, c’est-à-dire lorsque

∆pr ≈ 2π

T

Ce critère de recouvrement des résonances (appelé aussi “critère de Chiri-
kov” [23, 26]) donne la valeur Kc = π2

4 ≈ 2,5 , soit seulement le bon ordre
de grandeur (la valeur exacte est Kc ≈ 0,9716354). L’écart est principale-
ment dû à la négligence des résonances d’ordre supérieur. Par exemple sur
la figure 3.2, la prise en compte de la résonance d’ordre 2 donne une valeur
de Kc inférieure à 2,5, car le recouvrement des résonances intervient plus tôt.

Lorsque K > Kc, un système situé dans la zone chaotique peut accéder
librement à tout l’espace des phases. Pour étudier le comportement statis-
tique des trajectoires, on se place tout d’abord dans la limite K À Kc, où la
mer chaotique est totalement répandue et les récifs intégrables marginaux.
Dans ce cas |θ̄ − θ| À 2π, ce qui permet de faire une approximation de
phase aléatoire, qui consiste à supposer que les valeurs successives de θi sont
aléatoires et réparties uniformément sur [0, 2π]. D’après les équations (3.4),
le système effectue alors une marche aléatoire en p, ce qui correspond à un
comportement diffusif dans la direction des moments cinétiques.

〈
(pt − p0)2

〉
= Dpt (3.6)

La constante de diffusion Dp peut être calculée simplement comme suit,
où 〈. . .〉 désigne une moyenne uniforme de chaque couple (θi, pi) sur tout
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l’espace des phases

〈. . .〉 =
∏

i

lim
p′→∞

1
2p′

∫ p′

−p′
dpi

1
2π

∫ 2π

0
dθi . . .

Dp =
1
m

〈
(pm − p0)2

〉

=
1
m

m−1∑

i,j=0

〈(pi+1 − pi) (pj+1 − pj)〉

=
k2

m

m−1∑

i,j=0

〈sin θi sin θj〉

Si on suppose que deux valeurs de θ successives sont complètement
décorrélées, alors 〈sin θi sin θj〉 = δi,j

〈
sin2 θi

〉
et

Dp =
k2

2

Ceci est une bonne approximation dans la limite K → ∞. Si on prend en
compte les corrélations entre θi et θj pour j 6= i, on doit apporter quelques
corrections à cette formule. Ces corrélations décroissant très vite lorsque
|j − i| augmente, on peut se limiter au premier ordre non nul. De plus,
par symétrie 〈sin θi sin θj〉 ne dépend que de |j − i|, donc on utilisera pour
simplifier les notations θ̄ pour l’itéré de θ, et θ pour l’antécédent de θ.

〈
sin θ̄ sin θ

〉
= 〈sin (θ + Tp + K sin θ) sin θ〉
=

1
2
〈cos (Tp + K sin θ)〉 − 1

2
〈cos (θ + Tp + K sin θ)〉

= 0

〈
sin θ̄ sin θ

〉
=

1
2

〈
cos

(
θ̄ − θ

)− cos
(
θ̄ − θ

)〉

=
1
2
〈cos (T (p + p̄))− cos (2θ + T (p̄− p))〉

=
1
2
〈cos (2Tp + K sin θ)〉︸ ︷︷ ︸

0

−1
2
〈cos (2θ + K sin θ)〉︸ ︷︷ ︸

J2(K)

où J2 est une fonction de Bessel. Cela conduit à la constante de diffusion
[65]

Dp ≈ k2

2
(1− 2J2(K))
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Empiriquement, on constate que cette formule est une bonne approximation
de Dp pour K > 5.

Pour K légèrement supérieur à Kc ≈ 0,97, ces approximations sont mises
à mal par les fragments des tores KAM. Chaque tore est détruit pour une
certaine valeur critique de K. Au dessus de cette valeur, la barrière conti-
nue que formait le tore est amputée de tous les segments recouverts par
les résonances des orbites périodiques voisines. Ces segments sont d’autant
plus petits que l’orbite est d’ordre élevé. Les restes du tore KAM forment
ainsi un ensemble de Cantor, appelé fort à propos Cantores (Cantorus en
anglais). Malgré leurs perforations, les Cantores représentent tout de même
des obstacles sérieux à la diffusion, surtout lorsque K est à peine supérieur
à la valeur critique. Pour Kc < K < 5, la constante de diffusion peut être
approximée par [26]

Dp ≈ (K −Kc)3

3T 2

3.1.2 Rotateur pulsé quantique

La version quantique du rotateur pulsé s’obtient en appliquant le principe
de correspondance de Bohr à l’hamiltonien de départ (3.3) :

H(θ̂, p̂, t) =
p̂2

2
+ k cos(θ̂)

∑
m

δ(t−mT ) (3.7)

où p̂ = −ih̄ ∂
∂θ est l’opérateur moment cinétique. Comme son homologue

classique, le rotateur pulsé quantique est un modèle simple mais très riche,
qui peut décrire de nombreux systèmes physiques [19, 26, 54, 81]. Il modélise
par exemple l’ionisation d’un atome de Rydberg par un champ électrique
monochromatique uniforme [20, 59], et la localisation d’Anderson en phy-
sique du solide [36, 46], qui sera développée plus loin. Le rotateur pulsé
quantique a été réalisé expérimentalement avec des atomes de césium ultra-
froids dans une onde lumineuse stationnaire proche de la résonance, pulsée
périodiquement. Les effets de la localisation dynamique, du bruit extérieur
et de la décohérence ont pu ainsi être étudiés expérimentalement [2, 70].

La fonction d’onde du rotateur |ψ(t)〉 vérifie l’équation de Schrödinger
dépendante du temps

ih̄
∂

∂t
|ψ(t)〉 = H(θ̂, p̂, t) |ψ(t)〉

On peut résoudre formellement cette équation en introduisant l’opérateur
d’évolution U(t, t0) tel que

|ψ(t)〉 = U(t, t0) |ψ(t0)〉
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avec

U(t, t0) = exp
(
− i

h̄

∫ t

t0
H(θ̂, p̂, t)dt

)

L’équivalent quantique de l’application standard classique est obtenu en
ne considérant que les états |ψ(mT )〉 du système juste avant les impulsions
|ψ(mT )〉 = limε→0 |ψ(mT − ε)〉. On peut alors passer de l’état |ψ(mT )〉 à
l’état suivant |ψ((m + 1)T )〉 par application de l’opérateur de Floquet UF

[90]
|ψ((m + 1)T )〉 = UF |ψ(mT )〉

où UF est défini par
UF = lim

ε→0
U(T − ε,−ε)

U(T − ε,−ε) = U(T − ε, ε) U(ε,−ε)

= exp

(
− i

h̄

∫ T−ε

ε

p̂2

2
dt

)
exp

(
− i

h̄

∫ ε

−ε

p̂2

2
+ k cos θ̂ δ(t)dt

)

= exp

(
− i

h̄

p̂2

2
(T − 2ε)

)
exp

(
− i

h̄

(
p̂2

2
2ε + k cos θ̂

))

On arrive ainsi à une forme simple de l’opération d’évolution entre deux
états successifs

UF = exp

(
− i

h̄

T p̂2

2

)
exp

(
− i

h̄
k cos θ̂

)
(3.8)

Il faut noter que, bien que l’hamiltonien d’évolution libre et l’hamiltonien
responsable des impulsions ne commutent pas, UF s’écrit sous la forme d’un
produit entre un opérateur qui ne dépend que de θ̂ et un opérateur qui
ne dépend que de p̂. C’est la brièveté des impulsions qui permet d’obtenir
une expression analytique pour l’opérateur d’évolution, et incidemment la
séparation entre les phases d’évolution libre et les phases d’impulsions. C’est
l’un des grands avantages des modèles pulsés.

L’hamiltonien H(θ̂, p̂, t) est invariant par translation dans le temps de
T . On peut donc trouver une base propre commune à H et à l’opérateur
de translation dans le temps TT . D’après le théorème de Floquet (analogue
du théorème de Bloch pour les systèmes périodiques en temps et non pas
spatialement), si |ψn(t)〉 est un de ces vecteurs propres communs

|ψn(t)〉 = e−iωnt |un(t)〉
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avec |un(t)〉 périodique : |un(t + T )〉 = |un(t)〉.

UF |ψn(t)〉 = |ψn(t + T )〉 = e−iωn(t+T ) |un(t + T )〉
= e−iωnT e−iωnt |un(t)〉
= e−iωnT |ψn(t)〉

UF a donc pour valeurs propres e−iωnT . Si H était indépendant du temps,
avec pour énergies propres En, UF aurait pour valeurs propres e−i En

h̄
T . Par

analogie, les h̄ωn sont appelées des quasi-énergies. Comme la phase de Flo-
quet ωnT n’est définie que modulo 2π, ces quasi-énergies ne sont définies
qu’à un multiple de 2πh̄

T près.

Soit |p〉 les vecteurs propres de l’opérateur moment cinétique p̂ = −ih̄ ∂
∂θ .

Ces vecteurs ont pour représentation dans la base |θ〉

〈θ |p〉 =
1√
2πh̄

e
i
h̄

pθ

On peut donc passer de la représentation de |ψ〉 dans la base |θ〉 à celle dans
la base |p〉 par une simple transformée de Fourier

〈p |ψ〉 =
∫
〈p |θ〉 〈θ |ψ〉 dθ

=
1√
2πh̄

∫
e−

i
h̄

pθ 〈θ |ψ〉 dθ

Or 〈θ + 2π|ψ〉 = 〈θ|ψ〉, donc le moment cinétique p est quantifié : 〈p|ψ〉 est
non nul pour p = nh̄, avec n entier. On peut alors définir une autre base
|n〉 =

√
h̄ |p〉, telle que p̂ |n〉 = nh̄ |n〉. L’expression de |n〉 dans la base |θ〉

est donnée par

〈θ |n〉 =
1√
2π

einθ

Cependant, 〈n|ψ〉 étant quantifiée, il est plus pratique de travailler avec les
coefficients de Fourier ψ

(n)
m tels que

〈n |ψ〉 =
+∞∑

m=−∞
ψ(n)

m δ(n−m)

Le passage entre la représentation |θ〉 et la représentation |n〉 se fait alors
par simple développement en série de Fourier

ψ(n)
n =

1√
2π

∫ 2π

0
e−inθ 〈θ |ψ〉 dθ (3.9)

〈θ |ψ〉 =
1√
2π

+∞∑

n=−∞
einθψ(n)

n (3.10)
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Si l’on introduit l’opérateur n̂ = −i ∂
∂θ tel que n̂ |n〉 = n |n〉, UF devient :

UF = exp

(
−ih̄T

n̂2

2

)
exp

(
−i

K

h̄T
cos θ̂

)
(3.11)

avec toujours K = kT . Mais contrairement au rotateur pulsé classique,
le système dépend cette fois de deux paramètres, K et h̄T . K détermine
entièrement le comportement du système dans la limite semi-classique, et
h̄ gouverne les spécificités quantiques si on choisit T = 1, ce qui sera
dorénavant le cas.

On peut écrire (3.11) sous forme de matrice dans la base |n〉

〈n |UF |m〉

= exp

(
−ih̄

n2

2

) 〈
n

∣∣∣∣ exp
(
− i

h̄
K cos θ̂

)∣∣∣∣ m
〉

= exp

(
−ih̄

n2

2

) ∫∫
dθdθ′

〈
n

∣∣θ′〉
〈

θ′
∣∣∣∣ exp

(
− i

h̄
K cos θ̂

)∣∣∣∣ θ
〉
〈θ |m〉

= exp

(
−ih̄

n2

2

)
1
2π

∫∫
dθdθ′ ei(mθ−nθ′) exp

(
− i

h̄
K cos θ

)
δ(θ − θ′)

= exp

(
−ih̄

n2

2

)
1
2π

∫
dθ ei(m−n)θ exp

(
− i

h̄
K cos θ

)

= exp

(
−ih̄

n2

2

)
(−i)m−nJm−n

(
K

h̄

)
(3.12)

où Jm−n est une fonction de Bessel. L’opérateur d’impulsion ne dépend que
de (m − n) ; de plus, la valeur de Jm−n

(
K
h̄

)
décrôıt vite lorsque |m − n|

augmente. 〈n|UF |m〉 est donc une matrice de bande, avec des éléments im-
portants seulement près de la diagonale.

Dans la pratique, pour simuler le rotateur pulsé quantique sur un or-
dinateur fini (classique ou quantique), il est nécessaire de clore également
l’espace des phases dans la direction des moments. Pour effectuer cette fer-
meture, on choisit la condition aux limites périodique 〈p + 2πα |ψ〉 = 〈p |ψ〉,
ce qui donne à l’espace des phases la topologie d’un tore. Dans l’espace des
phases classique, une cellule a une dimension de 2π dans la direction p (avec
T = 1). Lorsque α est entier, ce nombre représente donc simplement le
nombre de cellules choisies (par exemple α = 2 sur la figure 3.4). D’autre
part, comme p = nh̄, 2πα doit être un multiple entier de h̄ pour pouvoir
assurer la périodicité de 〈p|ψ〉. On appelle N = 2πα

h̄ le nombre d’états de
l’espace de Hilbert ainsi construit.
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La périodisation de l’espace des phases en p provoque à son tour une
quantification de 〈θ|ψ〉, qui devient non nulle seulement pour θ = 2π

N Θ, avec

Θ entier. On introduit la nouvelle base |Θ〉 =
√

2π
N |θ〉 telle que θ̂ |Θ〉 =

2π
N Θ |Θ〉. Sa relation à la base |n〉 est donnée par

〈Θ |n〉 =
1√
N

ei2π Θn
N

De la même manière que les ψ
(n)
m , on définit les coefficients de Fourier ψ

(Θ)
m

tels que

〈Θ |ψ〉 =
+∞∑

m=−∞
ψ(Θ)

m δ(Θ−m)

h̄

θ

2πα

p

1

0 0
h̄/α

2π 1 N Θ

n

N

Fig. 3.4 – Discrétisation de l’espace des phases du rotateur pulsé quantique,
dans les coordonnées (θ, p) et (Θ, n)

On peut alors entièrement spécifier |ψ〉 grâce à N nombres complexes,
qui sont soit les ψ

(Θ)
m dans la base |Θ〉, soit les ψ

(n)
m dans la base |n〉. Le

passage d’une base à l’autre s’effectue facilement grâce à une Transformée
de Fourier discrète, directe de la base |n〉 vers la base |Θ〉 et inverse dans
l’autre sens

ψ
(Θ)
Θ =

1√
N

N−1∑

n=0

ei2π Θn
N ψ(n)

n (3.13)
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ψ(n)
n =

1√
N

N−1∑

Θ=0

e−i2π Θn
N ψ

(Θ)
Θ (3.14)

La Transformée de Fourier rapide permet d’ailleurs, grâce à ces relations de
changement de base, d’appliquer UF de façon plus efficace qu’avec l’expres-
sion (3.12).

3.1.3 Localisation dynamique et localisation d’Anderson

Comme dans le cas classique, on va maintenant étudier la diffusion du
moment cinétique. De ce point de vue, le rotateur pulsé quantique a un
comportement radicalement différent suivant que h̄ est ou non une fraction
rationnelle de 4π [26, 77]. Supposons pour commencer que h̄ = 4π ; alors
l’opérateur UF devient diagonal dans la base |θ〉

UF = e−i K
4π

cos θ̂

On met à l’instant initial le rotateur dans l’état n = 0 (ψ(n)
m (0) = δm0),

ce qui, traduit dans la base |θ〉, donne l’état initial 〈θ |ψ(0)〉 = 1
2π . Après un

temps t, qui correspond à l’application de t impulsions puisque T = 1,

〈θ |ψ(t)〉 =
〈
θ

∣∣∣U t
F

∣∣∣ ψ(0)
〉

=
1
2π

e−i Kt
4π

cos θ

On peut alors calculer le second moment de la distribution en moment
cinétique par

〈
n̂2

〉
=

〈
ψ

∣∣∣n̂2
∣∣∣ ψ

〉

=
∫ 2π

0
〈ψ |θ〉

〈
θ

∣∣∣n̂2
∣∣∣ ψ

〉
dθ

=
1
2π

∫ 2π

0
ei Kt

4π
cos θ

(
− ∂2

∂θ2

)
e−i Kt

4π
cos θ dθ

=
1
2π

∫ 2π

0

(
−i

Kt

4π
cos θ +

K2t2

(4π)2
sin2 θ

)
dθ

=
K2t2

(4π)3

On voit que
〈
n̂2

〉
, et donc l’énergie moyenne du rotateur, augmente quadra-

tiquement avec le temps. Plus généralement, cette croissance quadratique
de l’énergie, appelée résonance quantique, intervient aussi pour n’importe
quelle valeur rationnelle de h̄

4π , excepté 1
2 (fig. 3.5).

Lorsque h̄
4π n’est pas rationnel, le comportement du moment cinétique est

tout autre. Pour les petits temps, l’énergie commence par crôıtre linéairement



3.1. APPLICATIONS QUANTIQUES 53

0 200 400 600 800 1000
t

0

1×10
4

2×10
4

3×10
4

4×10
4

〈p
2 〉

Fig. 3.5 – Croissance quadratique de l’énergie du rotateur pour h̄ = 4π× 2
5

et K = 5.

avec le temps, en suivant la même loi que pour le rotateur pulsé classique.
Par contre, aux temps longs

〈
n̂2

〉
cesse d’augmenter et devient stationnaire,

comme on peut le voir sur la figure 3.6. À cet instant, la fonction d’onde
est localisée : son extension dans l’espace de Hilbert est limitée à une petite
zone de taille l (appelée longueur de localisation) autour de son point de
départ, et elle décrôıt exponentiellement lorsque l’on s’en écarte (fig. 3.7)

ψ(n)
m =

1
2l

e−
|m|

l

Si on reprend par exemple la condition initiale ψ
(n)
m (0) = δm0, alors

〈
n̂2

〉
=

〈
ψ(0)

∣∣∣U †
F

t
n̂2U t

F

∣∣∣ ψ(0)
〉

=
∑
n

n2
(
U t

F

)
n0

(
U t

F

)∗
n0

(3.15)

On peut diagonaliser UF grâce à une transformation unitaire V

(UF )nm =
∑

k

e−iφkV ∗
knVkm

où les φk sont les phases de Floquet. En remplaçant dans (3.15), on obtient
〈
n̂2

〉
=

∑

n,k,k′
n2eit(φk′−φk)V ∗

knVk0Vk′0V
∗
k′0 (3.16)
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Fig. 3.6 – L’énergie du rotateur tend vers un état stationnaire pour h̄ = 2
5

et K = 5. La courbe en pointillés correspond à la diffusion classique, et celle
en trait plein à la localisation quantique avec p = nh̄.

Comme UF est une matrice de bande, la matrice de changement de base
V l’est aussi, ce qui restreint la somme dans (3.16) à approximativement l
termes non nuls. Les phases de Floquet étant a priori réparties uniformément
sur le cercle, la différence de phase (φk′ − φk) est en moyenne de l’ordre de
∆φ = 2π

l . Cet écart moyen entre quasi-énergies conduit au temps de Hei-
senberg tH ∼ 1

∆φ ∼ l, qui est le temps pour lequel le système commence à
sentir les effets de la discrétisation du spectre. Pour t ¿ tH , le système se
comporte comme son pendant classique et le second moment diffuse norma-
lement. Mais pour t À tH , le facteur de phase dans (3.16) oscille rapidement,
et tous les termes pour lesquels k 6= k′ s’annulent. On a alors

〈
n̂2

〉
=

∑

n,k

n2|Vkn|2|Vk0|2 (3.17)

qui ne dépend plus de t, et la diffusion s’arrête.

La localisation intervient donc pour t ∼ l. D’autre part, comme la somme
dans l’expression (3.17) ne court que sur un domaine de taille l, n2 ne peut
valoir au maximum que l2, et

〈
n̂2

〉 ∼ l2. Or, jusqu’à t ∼ l le système diffuse
classiquement selon la loi (3.6), donc

〈
n̂2

〉 ∼ Dpl. En rapprochant les deux
expressions pour

〈
n̂2

〉
, on obtient la relation trouvée par Chirikov, Izrailev
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Fig. 3.7 – Localisation de la fonction d’onde du rotateur dans l’espace des
moments pour h̄ = 2

5 et K = 5, après 1000 itérations, avec un état initial
concentré en n = 0.

et Shepelyansky [27, 80, 81]
l ∼ Dp

La longueur de localisation quantique est proportionnelle au coefficient de
diffusion classique. Numériquement, on trouve l = 1

2Dp. La constante de
proportionnalité a pu être établie analytiquement dans le cadre d’autres
modèles, comme le modèle de Lloyd pour lequel le potentiel des perturba-
tions est donné par

V (θ) = V0 arctan(E − 2k cos θ)

Un dernier point digne d’intérêt peut être abordé par la question sui-
vante : comment peut-on simuler numériquement la localisation du rotateur
pulsé quantique, qui intervient pour une valeur irrationnelle de h̄

4π , alors que
les ordinateurs ne peuvent manipuler essentiellement que des nombres ra-
tionnels ? La solution de ce paradoxe apparent tient dans le comportement
des résonances quantiques aux hautes harmoniques, c’est-à-dire pour h̄

4π = p
q

avec q À 1. D’après l’équation (3.11), la perturbation est alors de période q
et les états propres satisfont le théorème de Bloch

ψ(n + q) = ψ(n)eiqy



56 CHAPITRE 3. SIMULATION DU ROTATEUR PULSÉ

Le module de la fonction propre a ainsi une période de q. D’autre part, celle-
ci doit être localisée au sein de chaque période si l ¿ q. En effet, d’après le
principe d’incertitude, la structure fine du spectre n’a aucune influence sur le
mouvement pour des échelles de temps courtes, et une petite imprécision sur
la valeur de h̄

4π ne doit pas induire un changement de comportement impor-
tant, même si l’on passe d’une valeur rationnelle à une valeur irrationnelle.
De fait, le recouvrement entre les états propres diminue exponentiellement
avec le paramètre q/l À 1. Ainsi, l’énergie suit bien une loi de croissance
quadratique

E(t) ∼ r(q)t2

mais son taux de croissance r(q), qui est lié au taux de transition entre états,
est d’autant plus faible que le dénominateur q est grand

r(q) ≈
(

K

2

)2

e−
q

2πl

On peut définir un temps caractéristique tq pour lequel la loi de croissance
quadratique donne une énergie comparable à celle de l’état localisé E(tq) ∼
l2, soit

tq ∼ e
q

4πl

√
l

Tant que t ¿ tq, les états propres restent localisés. Comme tq augmente ex-
ponentiellement avec le dénominateur q, le régime de croissance quadratique
devient très vite inobservable pour les hautes harmoniques.

Le phénomène de localisation est présent également dans un modèle
célèbre issu de la matière condensée, le modèle d’Anderson [3]. Celui-ci est
utilisé pour étudier le comportement d’un électron sur un réseau cristallin
désordonné. À une dimension, l’hamiltonien d’un tel système est donné par

H = − h̄2

2m

d2

dx2
+ V (x)

où V (x) est le potentiel créé par un réseau d’atomes régulièrement espacés
d’une distance d. Pour résoudre l’équation de Schrödinger, on fait l’hy-
pothèse de fort couplage : l’électron interagit fortement avec un seul atome
à la fois, ce qui permet de développer sa fonction d’onde sur la base des
fonctions propres monoatomiques ψ0(x− nd)

ψ(x) =
∑
n

anψ0(x− nd)

avec un recouvrement négligeable entre les sites
∫

ψ∗0(x− nd) ψ0(x−md) dx = δnm
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Si ψ(x) est une fonction propre de H, on obtient
∑

k 6=n

Wnkak + E0
nan = Ean (3.18)

avec

E0
n =

∫
ψ∗0(x− nd)Hψ0(x− nd) dx

Wnk =
∫

ψ∗0(x− nd)Hψ0(x− kd) dx

Si le potentiel V est périodique, alors E0
n est indépendant de n, et Wnk

ne dépend que de (n − k). On retombe alors sur le modèle standard de la
conduction dans les solides, avec un spectre sous forme de bandes. Le modèle
d’Anderson consiste à prendre un potentiel V non plus périodique mais per-
turbé par un désordre aléatoire, provoqué par exemple par des défauts dans
l’agencement cristallin ou par des impuretés. Pour ce faire, on peut intro-
duire soit un désordre dans les liaisons, auquel cas les Wkn sont aléatoires
de site en site alors que les E0

n restent constants, soit un désordre sur site,
en prenant des énergies de site E0

n aléatoires et en gardant les Wkn constants.

Prenons le cas d’un désordre de site, en se restreignant à une interaction
avec les plus proches voisins. L’équation (3.18) devient

Wan+1 + Wan−1 + E0
nan = Ean

On peut la réécrire sous la forme matricielle
(

an+1

an

)
= Tn

(
an

an−1

)

où Tn est la matrice de transfert donnée par

Tn =

(
(E −E0

n)/W −1
1 0

)

Si l’on considère une châıne de N sites, l’état du bout de la châıne peut être
obtenu à partir de celui du début en appliquant plusieurs fois la matrice de
transfert (

aN+1

aN

)
= TNTN−1 . . . T2T1

(
a1

a0

)

Comme les matrices Tn ont un déterminant de module 1, on peut (sous
certaines conditions) leur appliquer le théorème de Furstenberg [39]

lim
N→∞

1
N

lnTr(TNTN−1 . . . T2T1) = γ > 0
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D’après ce théorème, loin du site de départ (|N | → ∞) la matrice
TNTN−1 . . . T2T1 possède les deux valeurs propres exp(±Nγ). Pour éviter
une croissance exponentielle de la fonction d’onde dans l’une ou l’autre di-
rection, il faut choisir des valeurs particulières de a0, a1 et E. Les énergies
propres du modèle d’Anderson ne forment ainsi pas un continuum et consti-
tuent un spectre discret. La fonction d’onde de l’électron est alors localisée
exponentiellement de part et d’autre du site de départ, avec une longueur
de localisation 1

γ [49, 77, 90]. On peut remarquer que le système est lo-
calisé quelle que soit l’intensité du désordre, mais ceci n’est valable qu’en
dimension 1. Pour un système de dimension 3 ou plus, il existe un seuil de
désordre en dessous duquel la localisation n’a pas lieu. La dimension 2 est
un cas marginal pour lequel tous les états sont localisés, mais la longueur de
localisation peut être extrêmement grande. On voit donc que les électrons
diffusent classiquement mais sont localisés quantiquement ce qui correspond
physiquement à un isolant. La compréhension de ces modèles a valu le prix
Nobel (1977) à P. W. Anderson [3]. Ce domaine est encore étudié à l’heure
actuelle, en particulier l’effet des interactions a donné lieu à de nombreuses
publications récentes [82, 53, 15, 37, 93, 92].

Grâce à quelques manipulations, le modèle du rotateur pulsé quantique
peut être reformulé d’une manière analogue au modèle d’Anderson présenté
ci-dessus [36, 46]. On peut écrire l’opérateur de Floquet (3.11) sous la forme
(avec toujours T = 1)

ÛF = exp
(
−i

H0(n̂)
h̄

)
exp

(
−i

V (θ̂)
h̄

)

On suppose que ψ(n) est la représentation dans la base |n〉 d’un vecteur
propre |ψ〉 de ÛF avec la phase propre φ

UF ψ(n) = e−iH0(n)/h̄e−iV (θ)/h̄ψ(n) = e−iφψ(n)

avec ψ(n) =




...
ψ

(n)
k
...




En faisant la substitution

e−iV (θ)/h̄ =
1 + iW (θ)
1− iW (θ)

où W (θ) = − tan
V (θ)
2h̄

L’équation aux valeurs propres devient

1 + iW (θ)
1− iW (θ)

ψ(n) = ei(H0/h̄−φ)ψ(n)
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ou
(1− ei(H0/h̄−φ))ψ(n) + iW (1 + ei(H0/h̄−φ))ψ(n) = 0

On introduit le nouveau vecteur propre ψ
(n)

ψ
(n) = (1 + ei(H0/h̄−φ))ψ(n)

Ce qui donne l’équation

1− ei(H0/h̄−φ)

1 + ei(H0/h̄−φ)
ψ

(n) + iWψ
(n) = 0

ou
tan

(
φ−H0/h̄

2

)
ψ

(n) + Wψ
(n) = 0

Grâce aux relations de changement de représentation (3.9) et (3.10), on peut
enfin réécrire cette dernière équation comme

∑

k 6=n

Wn−kψ
(n)
k + E0

nψ
(n)
n = Eψ

(n)
n (3.19)

où les énergies de liaison Wn sont les coefficients de Fourier de W (θ)

Wn =
1
2π

∫ 2π

0
W (θ)e−inθdθ

et les énergies E0
n et E sont données par

E0
n = tan

(
φ−H0(n)/h̄

2

)

et
E = −W0

Si on la compare à (3.18), on voit que l’équation (3.19) correspond bien
au modèle d’Anderson avec un désordre sur site (les énergies de liaisons
Wnk dépendent en effet seulement de la différence (n − k)). L’obtention
de la formulation (3.19) ne dépendant pas explicitement de H0 et V , cette
correspondance entre la localisation dynamique quantique et la localisation
d’Anderson est valable aussi pour tous les modèles pulsés en général. La seule
différence avec le modèle d’Anderson réside dans le fait que les coefficients
E0

n ne sont pas statistiquement aléatoires, mais seulement pseudo-aléatoires.
De la même manière que pour l’étude de la diffusion, on suppose que h̄

4π est
un nombre irrationnel β. Alors, en prenant φ = 0 pour simplifier, les énergies
de site sont données par

E0
n = − tan

(
h̄n2

4

)
= − tan

(
πβn2

)
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Comme β est irrationnel, un théorème de Weyl implique que βn2 mod 1 est
uniformément réparti sur [0, 1]. Les énergies E0

n ont alors pour distribution
de probabilité

p(E) =
1
π

1
1 + E2

Il subsiste malgré tout quelques corrélations qui trahissent la nature pseudo-
aléatoire des énergies de site, mais cela ne suffit pas à détruire la localisation.

3.2 Résultats sur le rotateur pulsé

Ce modèle incontournable du chaos quantique fait l’objet de l’étude de
la publication I ci-après. Il peut être simulé efficacement sur un ordinateur
quantique grâce à un algorithme découvert par Georgeot et Shepelyansky
[43]. Les détails de cet algorithme sont rappelés dans la publication I. Les
premières études des effets des imperfections sur ce modèle sont dues à Song
et Shepelyansky [86]. Il est important d’identifier des observables mesurables
sur un ordinateur quantique une fois la simulation effectuée, et également de
voir comment ces observables sont affectées par les imperfections inhérentes
à toute implémentation réaliste. Le but de I est d’étudier précisément un
ensemble aussi large que possible d’observables et de voir l’effet d’erreurs
effectuées pendant le calcul sur ces observables.

Le modèle d’imperfections étudié ici est celui des erreurs dynamiques.
On considère que dans une implémentation physique réaliste d’un ordina-
teur quantique la précision finie du contrôle conduit à appliquer des portes
quantiques imparfaites. Chaque instance d’une porte quantique élémentaire
est ainsi légèrement éloignée de sa valeur idéale, tout en restant unitaire.

Illustrons l’effet d’un bruit unitaire aléatoire sur une porte simple : la
porte d’Hadamard. Celle-ci peut s’écrire comme H = n̂0 · ~σ avec

n̂0 =
1√
2




1
0
1


 et ~σ =




X
Y
Z




À chaque application de H, celle-ci est remplacée par la porte voisine
H ′ = n̂ · ~σ, où n̂ est un vecteur unitaire qui fait un angle β avec n̂0. L’angle
β est tiré aléatoirement à chaque application, de manière uniforme entre 0
et επ. ε représente ainsi l’amplitude des imperfections.

Pour effectuer la transformée de Fourier quantique et l’opérateur d’évo-
lution libre, les seules portes nécessaires sont la porte d’Hadamard et la
porte de phase contrôlée. Cette porte à deux qubits est également sujette
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Fig. 3.8 – Modèle d’erreur dynamique pour la porte d’Hadamard.

au bruit unitaire, mais le modèle retenu ici est plus simple :



1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 eiα


 est remplacé par




1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 ei(α+β)




avec toujours une distribution aléatoire uniforme entre 0 et επ pour β. Ce
type d’imperfection ne couple pas les états de la base naturelle entre eux,
mais les autres types de porte s’en chargeront (comme la porte d’Hada-
mard). Cette simplification du modèle par rapport à celui qui consisterait
à tirer une porte aléatoirement dans U(4) ne change donc pas qualitative-
ment le comportement de l’algorithme. Une autre approximation concerne
l’opérateur exp

(
−iK

h̄ cos θ̂
)
. Celui-ci a été systématiquement appliqué exac-

tement (sans erreur) lors de la simulation du rotateur pulsé par l’algorithme
quantique.

Différents types d’observables ont été envisagés. Tout d’abord, la lon-
gueur de localisation est mesurable facilement sur un ordinateur quantique,
puisque le nombre de mesures nécessaires pour déterminer l’état du système
est alors assez réduit par rapport à la taille de l’espace de Hilbert. Numéri-
quement, elle peut être obtenue à partir de quantités comme le second mo-
ment ou l’IPR (inverse participation ratio). La fidélité est aussi une grandeur
très utilisée pour caractériser la proximité d’un état réel à un état idéal. Les
lois qui régissent sa décroissance en fonction du temps sont très étudiées
par ailleurs. Un autre phénomène intéressant est l’effet tunnel assisté par le
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chaos [22]. Si le système est placé à l’intérieur d’un ı̂lot intégrable, il peut
éventuellement passer par effet tunnel vers un autre ı̂lot. Ce processus est
normalement d’autant plus lent que les deux ı̂lots sont éloignés, mais la mer
chaotique séparant les deux peut l’accélérer. Enfin, les distributions de Wi-
gner ou d’Husimi (voir appendice A) sont très utiles car elles permettent
une comparaison directe de la dynamique avec espace des phases classique.
Elles sont de plus abondamment étudiées en calcul quantique, et il existe
des algorithmes [69] pour mesurer un point particulier du pseudo-espace des
phases de manière efficace.

Dans la publication I ci-après [64], l’effet d’un bruit unitaire dans les
portes quantiques a été étudié analytiquement et numériquement sur des
réalisations allant jusqu’à 20 qubits. On montre ainsi que toutes les quantités
n’ont pas le même comportement face au bruit. La très grande sensibilité
au bruit de quelques quantités, comme le second moment de la distribution
de probabilité, ou les transitions par effet tunnel à travers des courbes inva-
riantes, a été mise en évidence. Plus précisément, l’échelle de temps au bout
de laquelle ces quantités commencent à être affectées augmente exponen-
tiellement avec le nombre de qubits. Cependant, d’autres quantités comme
la fidélité ou la distribution de Wigner sont robustes, c’est-à-dire que leur
temps caractéristique augmente seulement polynomialement avec l’intensité
du bruit et la taille du registre. Ces résultats impliquent que de telles quan-
tités peuvent être calculées de manière fiable en présence d’un bruit modéré.



3.3. PUBLICATION I 63

3.3 Publication I

Quantum computing of quantum chaos in the kicked rotator model
B. Lévi, B. Georgeot and D. L. Shepelyansky
Phys. Rev. E. 67, 046220 (2003)
quant-ph/0210154
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Chapitre 4

Simulation du Harper pulsé

4.1 Le modèle de Harper

4.1.1 Modèle de Harper

L’équation de Harper a été introduite en 1955 comme modèle approché
pour des électrons en champ cristallin bidimensionnel plongés dans un champ
magnétique [50]. Plusieurs approximations importantes sont nécessaires pour
l’établir. Tout d’abord, on se restreint à l’étude d’une seule bande de Bloch,
par exemple celle qui contient l’énergie de Fermi et dans laquelle se trouvent
les électrons de conduction. L’approximation suivante consiste à postuler
une forme d’énergie de bande E(~k) dérivant d’un couplage fort (~k est le
quasi-moment défini modulo le réseau réciproque). La périodicité de E(~k)
en ~k permet alors de développer l’énergie en série de Fourier. Pour un réseau
carré de maille a, et en se restreignant au premier ordre, on obtient

E(~k) = K cos (kxa) + L cos (kya)

Ce réseau cristallin bidimensionnel est alors plongé dans un champ magné-
tique uniforme perpendiculaire B (dérivant par exemple du potentiel-vecteur
~A = (0, Bx, 0)). Pour tenir compte de ce champ magnétique, on effectue la
substitution de Peierls : on remplace h̄~k dans l’expression de l’énergie ci-
dessus par ~Π = ~p− e ~A, pour obtenir un opérateur que l’on traite comme un
hamiltonien effectif.

H = K cos
(

Πx

h̄
a

)
+ L cos

(
Πy

h̄
a

)

En présence du champ magnétique, Πx et Πy ne commutent plus

[Πx, Πy] = −[px, eAy] + [py, eAx]

= ih̄e

(
∂Ay

∂x
− ∂Ax

∂y

)

= ih̄eB

75



76 CHAPITRE 4. SIMULATION DU HARPER PULSÉ

On peut réécrire le hamiltonien en fonction de κx = Πx
h̄ a et κy = Πy

h̄ a

H = K cosκx + L cosκy (4.1)

avec la relation de commutation

[κx, κy] = i
e

h̄
Ba2 = 2πiα

La quantité sans dimension α = φ
φ0

représente simplement le rapport entre
le flux magnétique à travers une maille du réseau φ = Ba2 et le quantum de
flux φ0 = h

e .

La relation de commutation entre κx et κy est formellement équivalente
à la relation de commutation canonique [q̂, p̂] = ih̄ = 2πiα avec α = h̄

2π .
On peut donc transposer (4.1) à un système à une dimension, avec un ha-
miltonien fonction des deux variables conjuguées q̂ et p̂. On obtient ainsi le
hamiltonien de Harper [50, 7, 8, 33, 40, 97]

H = K cos q̂ + L cos p̂ (4.2)

La forme du spectre de (4.2) dépend de la rationalité de α. Pour α = r
s ,

le spectre est composé de s bandes, mais pour α irrationnel, les valeurs
propres forment un ensemble de Cantor. Si l’on trace la structure de bande
en fonction de α, on obtient la figure bien connue du papillon de Hofstadter
[52] (fig. 4.1).

La longueur de maille typique d’un réseau cristallin est de l’ordre de
0,2 nm. Comme α = eBa2

h , la réalisation expérimentale du papillon de Hof-
stadter requièrerait un champ de 105 T, ce qui est bien au-delà des limites
techniques actuelles. Cependant, en augmentant la taille de la maille grâce
à des super-réseaux artificiels, il est possible d’observer les effets de la com-
mensurabilité sur la magnétoconductance [79].

4.1.2 Modèle de Harper pulsé

Classiquement, le hamiltonien de Harper est toujours intégrable

H = K cos q + L cos p

Afin d’introduire un peu de diversité et une once de chaos, on définit le
modèle de Harper pulsé de manière analogue au rotateur pulsé

H = L cos p + K cos q
∞∑

m=−∞
δ(t−m)
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−4

4

E/E0

Fig. 4.1 – Papillon de Hofstadter pour un réseau symétrique en x et y, avec
K = L = 2E0 (figure obtenue par diagonalisation de (4.3) avec K = L =
10−3).

En ne considérant l’état du système qu’aux temps t entiers, on obtient l’ap-
plication correspondante

{
p̄ = p + K sin q
q̄ = q − L sin p̄

De même que pour le rotateur pulsé quantique, la quantification du modèle
de Harper donne un opérateur d’évolution qui s’écrit comme le produit de
deux opérateurs fonctions respectivement de q̂ et de p̂

Û = exp
(
−i

L

h̄
cos p̂

)
exp

(
−i

K

h̄
cos q̂

)
(4.3)

Un certain nombre de nouvelles propriétés peuvent être remarquées. Tout
d’abord, pour des faibles valeurs de K = L, l’espace des phases est majori-
tairement intégrable, à l’exception d’une mince couche chaotique qui entoure
les ı̂lots principaux. Ce réseau stochastique (“stochastic web”) traverse l’es-
pace des phases de part en part, et est à l’origine de phénomènes de transport
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particuliers. Ce type de réseau a été très étudié dans la littérature. Pour des
valeurs plus fortes de K et L, on assiste à des transitions entre états localisés
et états délocalisés selon les valeurs des paramètres [4, 5, 6, 14, 56, 61, 67, 76].
Cependant, contrairement au modèle avec transition d’Anderson étudié dans
[74], les états propres ne possèdent pas tous le même seuil de délocalisation.
Dès lors, on peut avoir pour certains régimes de paramètres des états “mix-
tes” qui sont des superpositions d’états localisés et d’états délocalisés. La
délocalisation du système global se fait donc de manière très graduelle
contrairement au modèle d‘Anderson, et également au rotateur pulsé où il
n’y a pas de transition. Dans la phase délocalisée, le système peut présenter
une diffusion normale ou anormale suivant la valeur des paramètres. Les
transitions entre ces types de diffusion ne sont pas encore complètement
élucidées à l’heure actuelle.

4.2 Résultats sur le modèle de Harper pulsé

Comme nous venons de le voir, le modèle de Harper pulsé présente de
nombreuses propriétés originales. Sa forme est représentative d’un grand
nombre de modèles d’applications pulsées. Pour cette raison, il est possible
de le simuler grâce à la même méthode que celle employée pour le rotateur
pulsé quantique [43]. Cependant celle-ci est longue et coûteuse en qubits.
Existe-t-il d’autres algorithmes plus économes, en acceptant éventuellement
des solutions approchés ? Ici aussi se pose le problème de l’extraction d’infor-
mations à partir de la fonction d’onde finale : quelles quantités peut-on me-
surer précisément, et avec quel gain par rapport à une simulation classique ?
Enfin, le modèle d’erreur étudié ici diffère de celui du chapitre précédent ; on
suppose maintenant la présence d’imperfections statiques internes. Les in-
teractions entre qubits, qui sont nécessaires pour construire les portes à deux
qubits, ne pourront vraisemblablement pas être éliminées totalement lorsque
celles-ci ne sont plus désirées. Ces imperfections statiques ne résultent pas
d’une interaction avec l’extérieur, mais simplement d’un couplage résiduel
entre les qubits de l’ordinateur quantique. Leurs effets peuvent être impor-
tants, et de nature différente de ceux provoqués par les erreurs dynamiques.

Ce type d’imperfection a déjà été étudié par Georgeot et Shepelyansky
[42, 41]. Au-dessus d’un certain seuil critique de couplage interqubits, le
chaos quantique apparâıt, conduisant à l’ergodicité des états propres de l’or-
dinateur. Dans ce régime, les qubits ne sont plus indépendants et l’opérabilité
de l’ordinateur est fortement compromise. Cependant, le seuil de chaos
décrôıt seulement linéairement avec le nombre de qubits, ce qui ménage
une plage de paramètres relativement large dans laquelle le bon fonctionne-
ment est possible. Dans cette étude, il s’agissait toutefois d’un ordinateur
au repos, ne faisant pas tourner d’algorithme. Il est intéressant de connâıtre
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l’effet des erreurs sur un ordinateur en fonctionnement typique, d’autant
plus que le modèle simulé ici possède un comportement très riche. De plus,
des résultats précédents sur d’autres modèles suggèrent que ce type d’im-
perfection statique a des conséquences plus graves qu’un bruit unitaire dans
les portes quantiques.

On suppose que les portes quantiques sont appliquées instantanément,
mais qu’entre deux portes successives le système évolue pendant τg suivant
l’hamiltonien

He =
nq−1∑

i=0

(∆0 + δi)Zi +
nq−1∑

i=0

JiXiXi+1

où la deuxième somme porte sur toutes les paires de qubits voisins sur une
châıne circulaire. La différence d’énergie entre les deux états d’un qubit est
égale à la valeur moyenne ∆0, à laquelle s’ajoute une quantité aléatoire δi,
comprise entre − δ

2 et δ
2 . De même, les couplages Ji (répartis aléatoirement

et uniformément dans l’intervalle
[
−J

2 , J
2

]
) représentent l’interaction sta-

tique résiduelle entre les qubits. Contrairement aux erreurs dynamiques, les
imperfections statiques sont supposées être caractéristiques de l’ordinateur
quantique considéré, donc le jeu de δi et Ji ne varie pas au cours du calcul.
Ce modèle d’erreur est la version la plus simple de l’hamiltonien d’Heisen-
berg qui permette d’obtenir des effets non triviaux.

Comme ∆0 est constant et identique pour tous les qubits, son effet est
simple et peut être compensé facilement. L’hamiltonien effectif utilisé pour
simuler les erreurs est alors

He =
nq−1∑

i=0

δiZi +
nq−1∑

i=0

JiXiXi+1

De plus, on choisit δ = J ; l’amplitude des erreurs est alors gouvernée par le
paramètre ε = δτg = Jτg.

Dans la publication II ci-après [63], trois algorithmes quantiques différents
sont présentés et analysés, permettant de simuler efficacement l’opérateur
d’évolution du modèle de Harper pulsé avec des précisions et des besoins en
ressources différents. En plus de la méthode exacte déjà mentionnée dans le
cas du rotateur pulsé quantique, nous avons aussi exploré une autre approche
où la dynamique n’est simulée qu’approximativement, mais où aucun qubit
supplémentaire n’est requis. Deux méthodes de ce type ont été étudiées,
l’une mettant en jeu un découpage en temps de l’opérateur d’évolution,
l’autre l’approximant avec des polynômes.

Selon les paramètres choisis, le système est presque intégrable, localisé,
ou partiellement délocalisé. Dans chaque cas, nous identifions les quantités



80 CHAPITRE 4. SIMULATION DU HARPER PULSÉ

concernant le transport ou le spectre qui peuvent être obtenues plus effica-
cement sur un ordinateur quantique que sur un ordinateur classique. Dans
la plupart des cas, un gain polynomial est obtenu, quadratique ou moins
suivant le régime considéré.

Nous présentons également les effets des imperfections statiques sur les
quantités choisies, et montrons que selon le jeu de paramètres des com-
portement très différents sont observés. Quelques quantités, comme la dis-
tribution de Husimi, la longueur de localisation ou le spectre, peuvent être
obtenues de manière fiable avec des niveaux modérés d’imperfections, tandis
que d’autres sont exponentiellement sensibles à leur amplitude. En particu-
lier, le seuil d’imperfection pour la délocalisation devient exponentiellement
faible dans le régime partiellement délocalisé. Ceci signifie que contrairement
à l’étude [74] sur la transition d’Anderson, le point de transition calculé en
présence d’imperfections se déplace exponentiellement vite lorsque l’on aug-
mente l’amplitude des erreurs. Nos résultats montrent qu’un comportement
intéressant peut être observé avec seulement 7 ou 8 qubits, et peut être
mesuré de manière fiable en présence d’un taux modéré d’imperfections in-
ternes.
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4.3 Publication II

Quantum computation of a complex system : The kicked Harper model
B. Lévi and B. Georgeot
Phys. Rev. E. 70, 056218 (2004)
quant-ph/0409028
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Chapitre 5

Conclusion

Cette étude montre qu’une dynamique complexe peut être simulée de
manière fiable et efficace sur un ordinateur quantique réaliste. Des algo-
rithmes quantiques ont été présentés pour simuler des modèles importants
du chaos quantique, ayant des applications en physique atomique et phy-
sique du solide, le rotateur pulsé quantique et le modèle de Harper pulsé.
Les méthodes employées se généralisent à toute une classe de modèles, les
applications pulsées. Les effets de petites erreurs unitaires ou d’imperfec-
tions statiques sur ces modèles ont été caractérisés. Il a été ainsi mis en
évidence que certaines quantités physiques sont robustes face à des imper-
fections modérées, alors que d’autres y sont très sensibles. Le comportement
de ces quantités en présence d’erreur dépend également du jeu de paramètres
considéré. De même, selon le régime des quantités physiques peuvent être
extraites efficacement, avec un gain au moins polynomial par rapport à une
simulation sur un ordinateur classique.

La plupart des algorithmes présentés ici sont très économes, applicables
avec un petit nombre de qubits, et demandant un nombre de portes qui varie
polynomialement avec la taille du registre. Ils sont donc bien adaptés pour
une implémentation expérimentale dans les prochaines années. La résonance
magnétique nucléaire permet déjà de manipuler quelques qubits, ce qui a per-
mis de réaliser par exemple l’application du boulanger quantique [94]. Un
sujet non abordé dans cette thèse est d’augmenter la protection de la fonc-
tion d’onde par des codes correcteurs d’erreur [71, 84, 88]. Cependant, même
s’ils sont asymptotiquement assez efficaces les codes correcteurs quantiques
usuels sont très gourmands en nombre de qubits. On peut toutefois minimi-
ser les effets cohérents des erreurs statiques en utilisant la méthode Pauli-
Random-Error-Correction, récemment introduite dans [55]. L’avantage de
cette procédure est qu’elle ne demande pas de qubit supplémentaire pour
fonctionner. Enfin, un travail a été commencé pour établir les expressions
analytiques des lois de variation de quelques quantités dans le régime chao-
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tique. En effet, dans ce régime l’ergodicité permet d’appliquer la théorie des
matrices aléatoires et d’obtenir ces quantités comme des moyennes sur des
ensembles particuliers de matrices [38].

Le calcul quantique est un domaine récent en plein développement, et
d’autres études seront nécessaires pour connâıtre précisément son champ
d’application et son efficacité.



Annexe A

Fonctions de Wigner et
Husimi

Pour une particule quantique, le principe d’incertitude d’Heisenberg in-
terdit l’existence d’une véritable distribution de probabilité dans l’espace des
phases. On ne peut en effet pas définir la probabilité qu’une particule ait
une position q et une quantité de mouvement p puisque ces deux quantités
ne peuvent pas avoir simultanément des valeurs bien définies. Néanmoins, il
est possible de concevoir différentes distributions de pseudo-probabilité qui
possèdent des propriétés proches de celles d’une distribution de probabilité
classique [51, 62, 91, 96]. Bien entendu, aucune de ces distributions ne les
possède toutes, mais le physicien avisé pourra toujours choisir à son gré celle
qui lui semble la plus appropriée selon ses contraintes. Ces distributions se
montrent particulièrement utiles lorsqu’il s’agit de mener à bien des calculs
semi-classique, par exemple lorsqu’un système quantique interagit avec un
autre système décrit classiquement. Ceci leur ouvre des champs d’applica-
tion assez divers, tels que la mécanique statistique des systèmes quantiques
hors d’équilibre, ou l’optique quantique. Elles peuvent être également plus
facilement comparées qu’une fonction d’onde à la distribution de probabilité
classique dans l’espace des phases.

A.1 Fonction de distribution générale

Considérons une particule quantique décrite par une matrice densité ρ̂,
et l’on s’intéresse à la valeur moyenne d’une observable représentée par un
opérateur fonction de la position et de la quantité de mouvement Ô(q̂, p̂)

〈
Ô

〉
= Tr

{
ρ̂ Ô

}

Par analogie avec la mécanique classique, on cherche à exprimer cette valeur
moyenne comme une moyenne sur tout l’espace des phases d’une certaine
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forme scalaire O(q, p) de l’opérateur Ô multipliée par une pseudo-probabilité
de présence P (q, p) de la particule en ce point

〈
Ô(q̂, p̂)

〉
=

∫∫
dq dp O(q, p)P (q, p) (A.1)

Pour donner un sens à cette expression, il faut bien sûr préciser comment
obtenir O et P en fonction de Ô et ρ̂ respectivement. L’approche näıve
qui consiste à remplacer directement q̂ et p̂ par q et p dans l’expression de
Ô(q̂, p̂) conduit malheureusement à une impasse. Prenons par exemple deux
fonctions f1 et f2

f1(q̂, p̂) = p̂q̂2p̂

f2(q̂, p̂) =
1
2

(
p̂2q̂2 + q̂2p̂2

)
+ h̄2

On a bien f1(q̂, p̂) = f2(q̂, p̂), mais f1(q, p) 6= f2(q, p). Deux opérateurs
identiques peuvent donc conduire par ce procédé à des fonctions scalaires
différentes, et réciproquement, deux opérateurs différents peuvent corres-
pondre à la même fonction scalaire.

Il faut donc définir une règle de correspondance qui associe de manière
univoque une fonction A(q, p) et un opérateur Ô(q̂, p̂). Pour ce faire, on
commence par développer O(q, p) en une intégrale de Fourier

O(q, p) =
∫∫

dξ dη ω(ξ, η)ei(ξq+ηp) (A.2)

Le problème se réduit alors à choisir l’opérateur qui correspond à la fonction
particulière ei(ξq+ηp). Cela revient a choisir la façon dont on doit ordonner
q et p dans le développement de Taylor de ei(ξq+ηp) avant de les remplacer
par q̂ et p̂. Par exemple, un premier choix peut être de placer tous les q à
gauche et les p à droite

ei(ξq+ηp) ←→ eiξq̂eiηp̂

C’est l’ordre standard. L’ordre anti-standard (qui conduit à la distribution
de Kirkwood) consiste à faire exactement l’inverse, c’est-à-dire placer tous
les p avant les q

ei(ξq+ηp) ←→ eiηp̂eiξq̂

Un cas particulièrement important est l’ordre de Weyl, qui sera développé
plus loin

ei(ξq+ηp) ←→ ei(ξq̂+ηp̂)

Dans la suite, on se restreindra à une relation de correspondance de la
forme

ei(ξq+ηp) ←→ ei(ξq̂+ηp̂)f(ξ, η)
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Cette forme simple englobe des cas assez variés : l’ordre de Weyl bien sûr,
mais également les ordres standards et anti-standard, ainsi que les ordres
normal et anti-normal qui seront définis plus tard. Avec cette relation de
correspondance, l’opérateur Ô s’exprime comme

Ô(q̂, p̂) =
∫∫

dξ dη ω(ξ, η)ei(ξq̂+ηp̂)f(ξ, η) (A.3)

On est alors en mesure de définir la fonction de distribution Pf (q, p) par

Tr
{
ρ̂(q̂, p̂)ei(ξq̂+ηp̂)f(ξ, η)

}
=

∫∫
dq dp ei(ξq+ηp)Pf (q, p) (A.4)

ou

Pf (q, p) =
1

4π2

∫∫
dξ dη Tr

{
ρ̂(q̂, p̂)ei(ξq̂+ηp̂)f(ξ, η)

}
e−i(ξq+ηp) (A.5)

Comme f ne dépend pas de ρ̂, cette fonction de distribution a l’avan-
tage d’être bilinéaire en la fonction d’onde. On peut en effet concevoir
d’autres définitions qui ne possèdent pas cette propriété, comme par exemple
|ψ(q)|2 |ψ(p)|2. En appliquant (A.2) et (A.3) sur les membres de droite et de
gauche de (A.4), on obtient ainsi une expression analogue à celle souhaitée
pour calculer la valeur moyenne (A.1)

Tr
{
ρ̂ Ô

}
=

∫∫
dq dp O(q, p)Pf (q, p)

avec Ô et O liés par la relation de correspondance énoncée plus haut.

Enfin, il est souvent pratique d’écrire la distribution Pf comme la valeur
moyenne d’un opérateur Âf (q, p), connu sous le nom d’opérateur point de
l’espace des phases (phase space point operator), ou opérateur de Fano.

Pf (q, p) = Tr
{
ρ̂ Âf (q, p)

}
(A.6)

D’après (A.5), Âf est donné par la formule générale

Âf (q, p) =
1

4π2

∫∫
dξ dη ei(ξq̂+ηp̂)f(ξ, η)e−i(ξq+ηp) (A.7)

A.2 Distribution de Wigner

Dans le cas de la distribution de Wigner, on choisit l’ordre de Weyl

ei(ξq+ηp) ←→ ei(ξq̂+ηp̂)
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ou, de manière équivalente, on choisit la fonction f particulière fW (ξ, η) = 1.
D’après le théorème de Baker-Hausdorff, si deux opérateurs Â et B̂ com-
mutent avec leur commutateur [Â, B̂], alors

eÂ+B̂ = eÂeB̂e−
1
2
[Â,B̂]

Comme [q̂, p̂] = ih̄, on peut réécrire exp(i(ξq̂ + ηp̂)) sous la forme

ei(ξq̂+ηp̂) = ei η
2
p̂eiξq̂ei η

2
p̂ (A.8)

De plus, on a
eiηp̂ |q〉 = |q − ηh̄〉 (A.9)

Grâce à ces deux identités, on a

Tr
{
ρ̂ei(ξq̂+ηp̂)

}
=

∫∫
dq dq′

〈
q

∣∣ρ̂
∣∣ q′〉

〈
q′

∣∣∣ei(ξq̂+ηp̂)
∣∣∣ q

〉

=
∫∫

dq dq′
〈
q

∣∣ρ̂
∣∣ q′〉

〈
q′ +

η

2
h̄

∣∣∣q − η

2
h̄

〉
eiξ(q− η

2
h̄)

=
∫

dq′
〈

q′ +
η

2
h̄

∣∣∣ρ̂
∣∣∣ q′ − η

2
h̄

〉
eiξq′

D’après (A.5), la distribution de Wigner a donc pour expression

PW (q, p) =
1

4π2

∫∫
dξ dη Tr

{
ρ̂ei(ξq̂+ηp̂)

}
e−i(ξq+ηp)

=
1

4π2

∫∫∫
dξ dη dq′

〈
q′ +

η

2
h̄

∣∣∣ρ̂
∣∣∣ q′ − η

2
h̄

〉
eiξ(q′−q)e−iηp

Soit
PW (q, p) =

1
2π

∫
dη

〈
q +

η

2
h̄

∣∣∣ρ̂
∣∣∣ q − η

2
h̄

〉
e−iηp (A.10)

On peut remarquer que P ∗
W (q, p) = PW (q, p), donc la distribution de Wigner

est réelle. Par contre, elle peut prendre des valeurs négatives, comme on le
verra plus tard. Dans le cas d’un état pur, c’est-à-dire lorsque ρ̂ = |ψ〉 〈ψ|,
on a

PW (q, p) =
1
2π

∫
dη e−iηp ψ∗

(
q − η

2
h̄

)
ψ

(
q +

η

2
h̄

)

En utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on voit que

|PW (q, p)| =
1

πh̄

∣∣∣∣
∫

dx e−2i px
h̄ ψ∗(q − x) ψ(q + x)

∣∣∣∣

≤ 1
πh̄

∥∥∥e−2i px
h̄ ψ∗(q − x)

∥∥∥ ‖ψ(q + x)‖

Soit, pour un état pur

|PW (q, p)| ≤ 1
πh̄
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Cette inégalité est aussi valable dans le cas d’un état mixte, puisqu’il suffit
d’appliquer le même raisonnement à

ρ̂ =
∑

i

pi |ψi〉 〈ψi| avec 0 ≤ pi ≤ 1 et
∑

i

pi = 1

On va maintenant établir certaines propriétés particulièrement utiles de
l’opérateur point de l’espace des phases correspondant à la distribution de
Wigner. D’après (A.7)

ÂW (q, p) =
1

4π2

∫∫
dξ dη ei(ξq̂+ηp̂)e−i(ξq+ηp)

En utilisant (A.8) et (A.9), on montre que

Tr
{
ÂW (q, p)ÂW (q′, p′)

}

=
1

(2π)4

∫∫∫∫∫
dξ dξ′ dη dη′ dq′′ e−i(ξq+ηp)e−i(ξ′q′+η′p′)

×
〈

q′′
∣∣∣∣ei ξ

2
q̂ eiηp̂ ei ξ

2
q̂ ei ξ′

2
q̂ eiη′p̂ ei ξ′

2
q̂

∣∣∣∣ q′′
〉

=
1

(2π)4

∫∫∫∫∫
dξ dξ′ dη dη′ dq′′ e−i(ξq+ηp)e−i(ξ′q′+η′p′)

× ei ξ
2
q′′ei ξ+ξ′

2
(q′′−η′h̄)ei ξ′

2
q′′δ

[
(η + η′)h̄

]

=
1

(2π)4h̄

∫∫∫∫
dξ dξ′ dη dq′′ e−i(ξq+ηp)e−i(ξ′q′−ηp′)ei(ξ+ξ′)q′′ei ξ+ξ′

2
ηh̄

=
1

2πh̄(2π)2

∫∫∫
dξ dξ′ dη e−i(ξq+ηp)e−i(ξ′q′−ηp′)ei ξ+ξ′

2
ηh̄δ(ξ + ξ′)

=
1

2πh̄(2π)2

∫∫
dξ dη e−iξ(q−q′)e−iη(p−p′)

D’où la relation

Tr
{
ÂW (q, p)ÂW (q′, p′)

}
=

1
2πh̄

δ(q − q′) δ(p− p′) (A.11)

Les ÂW (q, p) sont donc un ensemble d’opérateurs orthogonaux. D’autre part,
on peut montrer qu’ils forment également une base complète, c’est-à-dire que
tout opérateur hermitien peut s’écrire comme une combinaison linéaire des
AW .

Ô = 2πh̄

∫
dq dp Tr

{
ÔÂW (q, p)

}
ÂW (q, p)

Dans le cas particulier de l’opérateur densité, les coefficients sont tout sim-
plement les valeurs de la fonction de Wigner en chaque point

ρ̂ = 2πh̄

∫
dq dp PW (q, p)ÂW (q, p)
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Dans la base des positions, les AW ont pour expression
〈
q′

∣∣∣ÂW (q, p)
∣∣∣ q′′

〉
=

1
4π2

∫∫
dξ dη

〈
q′

∣∣∣ei η
2
p̂ eiξq̂ ei η

2
p̂
∣∣∣ q′′

〉
e−i(ξq+ηp)

=
1

4π2

∫∫
dξ dη δ(q′ − q′′ + ηh̄) eiξ(q′′− η

2
h̄)e−i(ξq+ηp)

=
1

4π2h̄

∫
dξ e

iξ

(
q′+q′′

2
−q

)
ei p

h̄
(q′−q′′)

=
1

2πh̄
δ

(
q − q′ + q′′

2

)
ei p

h̄
(q′−q′′) (A.12)

De même, dans la base des impulsions

〈
p′

∣∣∣ÂW (q, p)
∣∣∣ p′′

〉
=

1
2πh̄

δ

(
p− p′ + p′′

2

)
e−i q

h̄
(p′−p′′)

On peut exprimer AW (q, p) d’une autre manière assez élégante en intro-
duisant l’opérateur de translation continue

D̂(q, p) = e−
i
h̄
(qp̂−pq̂) (A.13)

et l’opérateur de réflexion dans l’espace des |q〉
R̂ |q〉 = |−q〉

On a
〈
q′

∣∣∣D̂(q, p)R̂D̂†(q, p)
∣∣∣ q′′

〉
=

〈
q′

∣∣∣e i
h̄

pq̂ e−
i
h̄

qp̂ R̂ e
i
h̄

qp̂ e−
i
h̄

pq̂
∣∣∣ q′′

〉

= e
i
h̄

p(q′−q′′)
〈
q′ − q

∣∣∣R̂
∣∣∣ q′′ − q

〉

=
1
2

e
i
h̄

p(q′−q′′) δ

(
q − q′ + q′′

2

)

En comparant cette dernière expression avec (A.12), on constate que

Â(q, p) =
1

πh̄
D̂(q, p)R̂D̂†(q, p) (A.14)

La distriubtion de Wigner peut être vue comme la valeur moyenne d’un
opérateur de réflexion translaté.

La fonction de Wigner peut être comparée à une fonction de distribution
classique. C’est une fonction réelle, qui vérifie

∫∫
dq dp PW (q, p) = Tr

{
ρ̂Î

}
= 1

De plus, ∫
dq ÂW (q, p) =

1
2π

∫
dη eiη(p̂−p) = |p〉〈p|
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et ∫
dp ÂW (q, p) = |q〉〈q|

donc la distribution de Wigner donne des probabilités marginales correctes
∫

dp PW (q, p) = 〈q |ρ̂| q〉
∫

dq PW (q, p) = 〈p |ρ̂| p〉

On peut même montrer que
∫

dq dp δ(a1q + a2p− a3)PW (q, p) = 〈a3 |ρ̂| a3〉

où |a3〉 est le vecteur propre de l’opérateur a1q̂ + a2p̂ avec la valeur propre
a3. Dit autrement, l’intégrale de la fonction de Wigner selon une ligne quel-
conque de l’espace des phases, définie par a1q + a2p = a3, est égale à la
densité de probabilité qu’une mesure de l’observable a1q̂ + a2p̂ donne le
résultat a3.

Le produit scalaire entre deux états ρ̂1 et ρ̂2 peut être calculé grâce à
leurs distributions de Wigner

Tr {ρ̂1ρ̂2} = 2πh̄

∫∫
dq dp PW1(q, p)PW2(q, p) (A.15)

On peut remarquer que si ρ̂1 et ρ̂2 sont orthogonaux, alors
∫∫

dq dp PW1(q, p)PW2(q, p) = 0

Pour que cette égalité soit vérifiée, les distributions de Wigner doivent pou-
voir prendre des valeurs négatives, ce qui les distingue de vraies distribu-
tions de probabilité classique. Les seuls états dont la fonction de Wigner est
partout positive sont les états cohérents, avec une distribution gaussienne.
Cependant, même si le système est initialement dans un état cohérent, son
évolution ultérieure va invariablement conduire à un autre type d’état si le
hamiltonien n’est pas quadratique. Plus généralement, on peut montrer qu’il
n’existe pas de fonction de distribution bilinéaire partout positive qui donne
des probabilités marginales correctes. A condition d’accepter de perdre cer-
taines propriétés incompatibles, on peut néanmoins construire une fonction
partout positive : la distribution de Husimi, qui fait l’objet de la section
suivante.

A.3 Distribution de Husimi

Supposons pour commencer que le système est un oscillateur harmonique
de masse m et de fréquence ω. Les ordres normal et anti-normal sont alors
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définis à l’aide des opérateurs annihilation et création

â =
1√

2h̄mω
(mωq̂ + ip̂)

â† =
1√

2h̄mω
(mωq̂ − ip̂)

Si on réécrit l’opérateur Â(q̂, p̂) en fonction de â et â†, l’ordre normal
consiste à placer tous les â† à gauche et les â à droite. Dans le formalisme
précédent, cela revient à prendre comme relation de correspondance

ei(ξq+ηp) ←→ ezâ†e−z∗â

avec

z = iξ

√
h̄

2mω
− η

√
h̄mω

2
(A.16)

ou bien encore choisir comme fonction f

fN (ξ, η) = eh̄ξ2/(4mω)+h̄mωη2/4 = e
|z|2
2 (A.17)

L’ordre anti-normal, quant à lui, consiste à placer les â avant les â†, soit la
règle de correspondance

ei(ξq+ηp) ←→ e−z∗âezâ†

ou la fonction

fAN (ξ, η) = e−h̄ξ2/(4mω)−h̄mωη2/4 = e−
|z|2
2 (A.18)

Tout ceci peut s’appliquer également à la description d’un champ électro-
magnétique, puisqu’il est mathématiquement équivalent à un oscillateur har-
monique de masse m = 1. Les distributions issues des ordres normal et anti-
normal sont de ce fait très utilisées en optique quantique, respectivement
sous le nom de fonction P et fonction Q. L’état du champ électromagnétique
y est représenté dans un pseudo-espace des phases, où la position q et la
quantité de mouvement p sont remplacées par les deux quadratures du
champ.

Si le système considéré n’est pas un oscillateur harmonique ni un champ
électromagnétique, il reste possible de définir les deux opérateurs â et â† en
choisissant arbitrairement le paramètre mω. On peut ainsi généraliser les
ordres normal et anti-normal à n’importe quel système. La distribution de
Husimi est construite à partir de cet ordre anti-normal généralisé, et dépend
donc d’un paramètre libre dont le rôle sera éclairci par la suite.
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En insérant dans l’équation (A.5) le choix de l’ordre anti-normal

ei(ξq̂+ηp̂)fAN (ξ, η) = e−z∗âezâ†

on obtient l’expression dans l’espace des phases (q, p) de la distribution de
Husimi

PH(q, p) =
1

4π2

∫∫
dξ dη Tr

{
ρ̂e−z∗âezâ†

}
e−i(ξq+ηp) (A.19)

Cependant, dans ce cas précis il est plus naturel d’exprimer la distri-
bution de Husimi dans l’espace complexe α, l’espace des phases des états
cohérents. Un état cohérent |α〉 est défini par

|α〉 = e−
|α|2
2

∞∑

n=0

αn

√
n!
|n〉

où les |n〉 sont les vecteurs propres de l’opérateur N̂ = â†â et α est complexe.
Les états cohérents sont les vecteurs propres de l’opérateur annihilation :
â |α〉 = α |α〉. Ils ne sont pas orthogonaux, mais forment néanmoins une
base complète. En effet, en adoptant la convention d2α = d(Reα) d(Imα),
et en posant α = reiθ tel que d2α = r dr dθ

∫
d2α |α〉 〈α| =

∞∑

m=0

∞∑

n=0

|m〉 〈n|√
m!n!

∫ ∞

0
dr e−r2

rm+n+1
∫ 2π

0
dθ ei(m−n)θ

= 2π
∞∑

n=0

|n〉 〈n|
n!

∫ ∞

0
dr e−r2

r2n+1

︸ ︷︷ ︸
n!
2

= πÎ

D’où on peut développer l’opérateur identité sur la base des |α〉

Î =
1
π

∫
d2α |α〉 〈α| (A.20)

Pour exprimer PH dans l’espace des α, on effectue le changement de
variable

α =
1√

2h̄mω
(mωq + ip) (A.21)

Comme d2α = 1
2h̄dq dp et, par normalisation

∫∫
dq dp PH(q, p) =

∫∫
d2α PH(α) = Tr(ρ̂) = 1

on a PH(α) = 2h̄PH(q, p).
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En utilisant (A.21) et (A.16), on peut alors réécrire (A.19), en remar-
quant que d2z = h̄

2 dξ dη

PH(α) =
1
π2

∫∫
d2z Tr

{
ρ̂e−z∗âezâ†

}
ez∗α−zα∗

Soit
Tr

{
ρ̂e−z∗âezâ†

}
=

∫∫
d2α ezα∗−z∗α PH(α)

Par ailleurs, en insérant (A.20) dans le membre de gauche de cette équation
on obtient

Tr
{
ρ̂e−z∗âÎezâ†

}
=

1
π

∫∫
d2α ezα∗−z∗α 〈α |ρ̂|α〉

En comparant ces deux dernière équation, on en déduit

PH(α) =
1
π
〈α |ρ̂|α〉

Pour un état mixte quelconque

ρ̂ =
∑

i

pi |ψi〉 〈ψi| avec 0 ≤ pi ≤ 1

On a
PH(α) =

1
π

∑

i

pi |〈α |ψ〉|2

On en tire l’inégalité suivante

0 ≤ PH(α) ≤ 1
π

En repassant dans l’espace des phases standard (q, p), PH a pour expres-
sion

PH(q, p) =
1

2πh̄
〈αq,p |ρ̂|αq,p〉 (A.22)

avec
0 ≤ PH(q, p) ≤ 1

2πh̄

Ici, |αq,p〉 désigne l’état cohérent centré en q et en p, soit l’état |α〉 avec
α = 1√

2h̄mω
(mωq + ip). Dans la représentation des positions, |αq,p〉 a pour

expression

〈x |αq,p〉 = αq,p(x) =
(

mω

πh̄

) 1
4

e−
mω
2h̄

(x−q)2ei px
h̄

D’où, pour un état pur ρ̂ = |ψ〉 〈ψ|

PH(q, p) =
1

2πh̄

∣∣∣∣
∫

dx α∗q,p(x) ψ(x)
∣∣∣∣
2
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On peut constater que la distribution de Husimi est réelle (comme la
distribution de Wigner), mais surtout partout positive. Cela lui permet
d’être plus facilement comparée à une distribution de probabilité classique.
Néanmoins, elle n’en partage pas toutes les propriétés ; par exemple, les pro-
babilités marginales, qui étaient exactes dans le cas de la fonction de Wigner,
ne le sont plus.

Dans le cas de la distribution de Husimi, l’opérateur point de l’espace
des phases prend une expression très simple. D’après (A.22)

PH(q, p) = Tr
{

ρ̂
1

2πh̄
|αq,p〉〈αq,p|

}

Ce qui donne l’opérateur

ÂH(q, p) =
1

2πh̄
|αq,p〉〈αq,p|

Par contre, contrairement au cas de la distribution de Wigner, ces opérateurs
ne sont pas orthogonaux entre eux

Tr
{
ÂH(q, p)ÂH(q′, p′)

}
=

1
(2πh̄)2

∣∣〈αq,p |αq′,p′
〉∣∣2

=
1

(2πh̄)2
e−|αq,p−αq′,p′ |2

A.4 Relation entre les distributions de Wigner et
de Husimi

La distribution de Husimi peut également être construite à partir de la
distribution de Wigner en lissant celle-ci par une gaussienne. En effet, si l’on
revient à la définition (A.5)

PH(q, p) =
1

4π2

∫∫
dξ dη Tr

{
ρ̂(q̂, p̂)ei(ξq̂+ηp̂)fH(ξ, η)

}
e−i(ξq+ηp)

=
1

4π2

∫∫
dξ dη Tr

{
ρ̂(q̂, p̂)ei(ξq̂+ηp̂)fW (ξ, η)

} fH(ξ, η)
fW (ξ, η)

e−i(ξq+ηp)

avec fW (ξ, η) = 1 et fAN (ξ, η) = e−h̄ξ2/(4mω)−h̄mωη2/4. Or, d’après (A.4)

Tr
{
ρ̂ei(ξq̂+ηp̂)fW (ξ, η)

}
=

∫∫
dq′ dp′ ei(ξq′+ηp′)PW (q′, p′)

D’où
PH(q, p) =

∫∫
dq′ dp′ g(q′ − q, p′ − p) PW (q′, p′)

avec
g(q, p) =

1
4π2

∫∫
dξ dη ei(ξq+ηp) fH(ξ, η)

fW (ξ, η)
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On en déduit

PH(q, p) =
1

πh̄

∫∫
dq′ dp′ e−

mω
h̄

(q′−q)2− 1
h̄mω

(p′−p)2PW (q′, p′) (A.23)

La distribution de Husimi n’est donc rien d’autre que le lissage de la
distribution de Wigner par une gaussienne pour éliminer les fluctuations
rapides. La gaussienne utilisée correspond à un paquet d’onde d’incertitude
minimale, c’est-à-dire que ses écarts-type σq et σp vérifient σqσp = h̄

2 (car
σq

2 = h̄
2mω et σp

2 = h̄mω
2 ). En fait, on peut montrer que le lissage gaussien

de la distribution de Wigner donne des fonctions partout positives dès que
σqσp ≥ h̄

2 . Il faut remarquer en outre qu’aucune information essentielle n’est
perdue lors de cette opération, puisque l’on peut reconstruire exactement la
fonction d’onde à partir de la distribution de Husimi.

A.5 Distribution de Wigner discrète

On cherche maintenant à trouver l’équivalent de la distribution de Wi-
gner continue pour un espace de Hilbert discret et fini [21, 69, 98]. Pour cela,
on commence par introduire la base |n〉 (avec n variant de 0 à N−1), que l’on
identifie arbitrairement comme la base des positions. Pour s’accommoder de
la taille finie N de l’espace de Hilbert, on choisit des conditions aux limites
périodiques |n + N〉 = |n〉. L’interprétation de la base |n〉 comme celle d’une
position est purement formelle et peut parfaitement ne pas correspondre à
une observable physique. Par exemple dans le cas d’un ordinateur quan-
tique, on peut choisir la base naturelle qui ne correspond pas à une position
dans une implémentation réelle. On introduit également la base des moments
conjugués |k〉, avec k = 0, . . . , N −1, qui s’obtient à partir de la base |n〉 par

|k〉 =
1√
N

N−1∑

n=0

ei2π nk
N |n〉

Ainsi, comme dans le cas continu, la position et le moment sont reliés par
une transformée de Fourier. Par contre, les opérateurs position et moment
que l’on pourrait définir par Q̂ =

∑
n n |n〉〈n| et P̂ =

∑
k k |k〉〈k| ne sont plus

canoniquement conjugués. Leur commutateur n’est en effet pas proportion-
nel à l’identité, et l’on peut montrer plus généralement qu’il est impossible
de trouver deux opérateurs qui vérifient cette propriété dans un espace de
Hilbert de dimension finie. Il est donc plus judicieux de définir la distribu-
tion de Wigner discrète à l’aide des opérateurs de translation. Avant de les
aborder, il est important de remarquer que la taille de l’espace de Hilbert
est reliée à une constante de Planck effective. Si l’on considère un système
continu dont la position et le moment sont tous deux périodiques de période
2π, alors seul un nombre fini N d’états ont une amplitude non nulle, et l’on
peut les indexer par n et k : q = 2π n

N et p = 2π k
N (voir page 50 et figure
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3.4). Or, comme q est 2π-périodique, on a également p = kh̄, ce qui donne
N = 2π

h̄ . N joue donc le rôle de l’inverse d’une constante de Planck, et la
limite de grand N correspond à une limite semi-classique.

Une fois les bases des positions et des moments définies, on peut construi-
re les opérateurs de translation. Même si la notion de translation infini-
tésimale n’a ici pas de sens, on peut néanmoins définir les opérateurs de
translation finie Û et V̂ , qui génèrent des translations finies en position et
en moment respectivement.

Ûm |n〉 = |n + m〉
Ûm |k〉 = e−i2π mk

N |k〉
V̂ m |k〉 = |k + m〉
V̂ m |n〉 = ei2π mn

N |n〉
Ces opérateurs vérifient la relation de commutation

V̂ pÛ q = Û qV̂ pei2π qp
N (A.24)

À l’aide de ces opérateurs, on est en mesure de trouver un équivalent
discret à l’opérateur de translation continue dans l’espace des phases (A.13)

D̂(q, p) = e−
i
h̄
(qp̂−pq̂) = e−i qp̂

h̄ ei pq̂
h̄ ei pq

2h̄

En identifiant les opérateurs de déplacement correspondants, on définit l’ana-
logue discret de D̂(q, p) par

T̂ (q, p) = Û qV̂ peiπ qp
N (A.25)

On définit enfin un dernier opérateur R̂, qui agit comme une réflexion
dans la base des positions (ou des moments), selon R̂ |n〉 = |−n〉. Il vérifie
les lois de commutation suivantes avec les opérateurs de translation

Û R̂ = R̂Û−1

V̂ R̂ = R̂V̂ −1

Pour construire une fonction de Wigner discrète, le plus simple est de
trouver une version discrète de l’opérateur point de l’espace des phases
Â(q, p). On cherche donc une base de l’espace des opérateurs hermitiens ;
comme l’espace de Hilbert est de dimension N , une telle base doit avoir
N2 éléments. Par analogie avec l’expression (A.14) pour Â(q, p) dans le cas
continu, on peut être tenté de définir l’opérateur équivalent dans le cas dis-
cret par

Â(q, p) =
2
N

T̂ (q, p)R̂T̂ †(q, p)

Cet opérateur est bien hermitien par construction. Cependant, la base ainsi
construite n’est pas assez grande. Pour le voir, on réécrit Â en utilisant la
relation de commutation (A.24)

Â(q, p) =
1
N

Û2qR̂V̂ −2p ei4π qp
N



118 ANNEXE A. FONCTIONS DE WIGNER ET HUSIMI

Comme Û et V̂ sont des opérateurs cycliques de période N , on a la relation
Â(q + N

2 , p) = Â(q, p) et de même pour p. Cela signifie que lorsque q et p

varient entre 0 et N − 1, seulement N
2 × N

2 = N2

4 opérateurs indépendants
sont engendrés.

Pour résoudre ce problème, il suffit de définir les opérateurs point de
l’espace des phases sur un réseau deux fois plus grand (2N × 2N) afin d’ob-
tenir 4N2 opérateurs, dont N2 indépendants. On adopte ainsi la définition
suivante, avec q et p variant entre 0 et 2N − 1

Â(q, p) =
1

2N
Û qR̂V̂ −p eiπ qp

N (A.26)

On peut montrer aisément que

Â(q + σqN, p + σpN) = Â(q, p)(−1)σpq+σqp+σqσpN

avec σq, σp = 0, 1. Cela signifie que les N2 opérateurs correspondant au sous-
réseau q, p = 0, . . . , N de l’espace des phases déterminent tous les autres.
D’autre part, les Â(q, p) forment une base complète de ce sous-réseau. En
effet, on a

Tr
{
Â(q, p)Â(q′, p′)

}
=

1
4N

δN (q′ − q) δN (p′ − p) (A.27)

avec q, q′, p et p′ variant entre 0 et N , et δN (q) = 1
N

∑N−1
n=0 ei2πq/N est la

fonction delta périodique qui est nulle sauf si q = 0 mod N .

On peut maintenant définir la fonction de Wigner discrète par

PW (q, p) = Tr
{
Â(q, p)ρ̂

}
(A.28)

avec q, p = 0, . . . , N . De la même manière que les Â(q, p) ne sont pas tous
indépendants, la fonction de Wigner discrète obéit à la relation

PW (q + σqN, p + σpN) = PW (q, p)(−1)σpq+σqp+σqσpN

Comme les opérateurs Â forment une base du premier sous-réseau N ×N ,
on peut inverser la définition (A.28) et développer la matrice densité sur
cette base

ρ̂ = 4N
N−1∑

q,p=0

PW (q, p)Â(q, p)

= N
2N−1∑

q,p=0

PW (q, p)Â(q, p)
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La dernière égalité est obtenue en remarquant que les contributions prove-
nant des 4 réseaux N ×N sont identiques.

La distribution de Wigner discrète ainsi définie possède les mêmes pro-
priétés que la distribution continue. En effet, W est réel car Â est hermitien
par construction. De plus, d’après (A.27) on a

Tr {ρ̂1ρ̂2} = N
2N−1∑

q,p=0

PW 1(q, p)PW 2(q, p)

Enfin, on peut montrer qu’on obtient les probabilités marginales correctes
en sommant la fonction de Wigner selon q ou p

2N−1∑

q=0

PW (q, p) = 〈p |ρ̂| p〉

2N−1∑

p=0

PW (q, p) = 〈q |ρ̂| q〉

A.6 Distribution de Husimi discrète

De même, on peut trouver un équivalent discret à la fonction de Husimi
[73]. Dans le cas discret avec des conditions aux limites périodiques, l’état
cohérent centré en (0, 0) s’écrit

|α0,0〉 = γ
N−1∑

n=0

∞∑

j=−∞
e−

πω
N

(Nj+n)2 |n〉

(on a pris ici m = 1). Le facteur de normalisation γ n’a pas d’expression
générale simple, mais pour N grand, le recouvrement entre les différentes
gaussiennes devient rapidement très faible, et on peut alors approximer γ
avec une bonne précision par

γ = 4

√
2ω

N

On obtient les autres états cohérents centrés en (q, p) grâce à l’opérateur de
translation finie (A.25)

|αq,p〉 = T̂ (q, p) |α0,0〉

= γ
N−1∑

n=0

∞∑

j=−∞
e−

πω
N

(Nj+n−q)2e−i 2π
N

p( q
2
−n) |n〉

De la même manière que dans le cas continu, la distribution de Husimi
discrète est alors définie par

PH(q, p) =
1
N

Tr {|αq,p〉〈αq,p| ρ̂} (A.29)
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Pour un état pur ρ̂ = |ψ〉〈ψ|, cela donne (avec |ψ〉 exprimée dans la repré-
sentation des positions)

PH(q, p) =
√

2ω

N3

∣∣∣∣∣∣

∞∑

j=−∞

N−1∑

n=0

ψ(n) e−
πω
N

(Nj+n−q)2ei 2π
N

pn

∣∣∣∣∣∣

2

Le facteur ω peut être interprété simplement comme le rapport ∆p

∆q
entre

l’extension de l’état cohérent selon p et selon q, avec ∆q et ∆p exprimés
en nombre d’états. Les écarts-types σq et σp définis page 116, qui sont ex-
primés en unités d’espace des phases, s’obtiennent à partir des précédents
par σq = 2πcq

N ∆q et σp = 2πcp

N ∆p (on suppose ici que l’espace des phases a
pour extension 2πcq × 2πcp). Si cq = cp, alors ω = ∆p

∆q
= σp

σq
, comme c’est

le cas pour le choix usuel 2π × 2π. Dans le cas contraire, on a ω = σpcq

σqcp
. Si

l’on souhaite avoir un paquet d’onde symétrique dans une cellule 2π × 2π
de l’espace des phases (σp = σq), on doit donc prendre ω = cq

cp
(voir par

exemple la figure A.1).

2π∆q

∆p

4π

Fig. A.1 – État cohérent dans un espace des phases 2π×4π. Ici, ω = ∆p

∆q
= 1

mais σp

σq
= 2.
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