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1. ВВЕДЕНИЕ

Предмет настоящего обзора является относительно новым и мало-
известным, особенно для физиков. Поэтому мы начнем с простого примера.
Представим себе движение некоторого нелинейного осциллятора, например
обычного маятника, но без затухания, под действием внешней очень
слабой периодической силы. Уравнение движения такой системы можно
записать в виде

φ + ω0

2 sin φ = BF (t), (1,1)

где φ — угол отклонения маятника от положения равновесия, ω0 —частота
малых колебаний, а е—>0.

Пусть сначала возмущение является гармоническим:

(1,2)

Решение последней задачи хорошо известно (см., например, 2 и § 2.2),
и мы опишем качественно случай, близкий к резонансу, когда частота
возмущения Ω равна приблизительно частоте невозмущенного движения
осциллятора ω (а), которая, в силу нелинейности, зависит от амплитуды
колебаний α (ω (0) = ω0). В отличие от линейного резонанса, частота
нелинейного осциллятора изменяется под действием резонансного воз-
мущения из-за изменения амплитуды колебаний. В результате амплитуда
и частота осциллятора, в свою очередь, испытывают колебания (биения)
в некотором интервале Δα, Δω.
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Представим себе теперь, что возмущение F (t) содержит много гар-
моник:

= Σ Λ» cos ηΩοί, (1,3)

причем расстояние между ними по частоте (Ωο) много меньше интервала
биений Δω, так что в резонансе находятся одновременно несколько гар-
моник периодического возмущения (1,3). Как будет колебаться маятник
в этом случае? Несмотря на малость возмущения (ε—»-0), до сих пор
не удалось получить строго решения этой задачи. Однако полукачествен-
ная теория, изложению которой и посвящен, в значительной степени,
настоящий обзор, а также численные эксперименты (гл. 4) приводят
к довольно неожиданному выводу: маятник будет колебаться так, как
будто на него действует «случайная» сила. В частности, энергия колеба-
ний будет расти в среднем пропорционально времени, несмотря на нели-
нейность системы (при отсутствии затухания). Этот особый тип движения
колебательной системы мы будем называть стохастичностъю.

Изучение явления стохастичности интересно прежде всего с чисто
физической точки зрения, поскольку оно связывает две, казалось бы,
довольно различные области физики — теорию нелинейных колебаний
и статистическую механику и представляет собой по существу один
из возможных механизмов возникновения статистических законов в дина-
мической системе. С этой точки зрения выяснение основных особенностей
стохастического движения имеет существенное значение и для общей тео-
рии нелинейных колебаний. Не меньшее значение имеет стохастичность
и с точки зрения приложений главным образом к проблеме устойчивости
нелинейных колебаний консервативных систем, которая возникает в самых
различных областях физики и техники.

Остановимся на этом вопросе несколько подробнее.
Наиболее трудным в проблеме устойчивости колебаний является как

раз случай консервативной системы. В этом случае возможна лишь так
называемая нейтральная устойчивость, когда малые возмущения началь-
ных условий вызывают ограниченные колебания вокруг невозмущенного
решения, не нарастающие, но и не затухающие со временем. Это означает,
в частности, что любой сколь угодно малый неучтенный фактор может
превратить такую нейтральную устойчивость в неустойчивость. В этом —
оДна из причин, вследствие которой мы до сих пор не имеем общей теории
устойчивости нелинейных колебаний консервативных систем, несмотря
на значительные усилия в этом направлении, особенно в последнее деся-
тилетие. Другая причина состоит в том, что основная область приложе-
ний теории нелинейных колебаний была связана до недавнего времени
с автоколебательными или авторегулируемыми системами, которые
не являются консервативными. Эта преимущественная ориентация теории
колебаний хорошо заметна по монографиям (см., например,50) и привела
к тому, что даже такие гибкие новые методы, как асимптотическое разло-
жение Крылова — Боголюбова — Митропольского (метод КЕМ1-2),
использовались очень ограниченно, а весь предмет теории нелинейных
колебаний был искусственно сужен до проблемы существования и устой-
чивости периодических решений. С другой стороны, в небесной механике
(которая, как это ни парадоксально, не включается обычно в общие курсы
нелинейных колебаний 50) оказалось возможным, в силу краткости чело-
веческой жизни, ограничиться построением приближенных решений лишь
для очень коротких (в характерном масштабе) интервалов времени. Это
обстоятельство является весьма специфической особенностью современной
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небесной механики, особенностью, которая привела к отказу от первона-
чальной программы Пуанкаре построения общей, хотя бы качественной,
теории движения консервативной системы.

В последнее время, однако, появились новые важные приложения
теории нелинейных колебаний, связанные с проблемой длительного удер-
жания заряженных частиц в ограниченной области пространства с по-
мощью электромагнитного (обычно, магнитного) поля специальной конфи-
гурации. Это — магнитные ловушки для термоядерного реактора 5 5,
ускорители заряженных частиц 6 и, особенно, накопители для встречных
протонных и протон-антипротонных пучков 3 6. Сюда же можно отнести
и проблему нелинейного взаимодействия волн в плазме (см., например, 3 3 ) .
Эти приложения выдвигают задачу изучения движения нелинейной коле-
бательной системы в целом, т. е. на неограниченном временном интервале
и для произвольных начальных условий. С другой стороны, уже первые
эксперименты 9 · 5 7 и расчеты 1 0 в области новых приложений указали
на связь проблемы устойчивости нелинейных колебаний с проблемой
появления статистических законов в динамической системе. Далее оказа-
лось, что подобная связь была обнаружена еще Хедлундом и Хопфом 1 2

в рамках так называемой эргодической теории (см. гл. 3) — специального
раздела математики, возникшего из попыток обосновать законы термо-
динамики и статистической физики на чисто механической основе. Пер-
вое и до недавнего времени единственное приложение этого важного
результата Хедлунда и Хопфа к проблемам физики было произведено
Крыловым 13, который исследовал статистическое поведение молекуляр-
ных систем. Математические и физические работы последнего времени,
обзор которых дается в настоящей статье, следует рассматривать как
развитие или, лучше сказать, возрождение этого направления. В частно-
сти, в последнее время бурно развивается эргодическая теория главным
образом в связи с работами Колмогорова 3 1, Аносова и Синая 1 4 - 1 6 (п. 3.5),
оставляя далеко позади породившую ее статистическую механику. Однако
современная эргодическая теория описывает лишь предельный, часто
принципиально недостижимый, случай максимальной неустойчивости
движения и поэтому сама по себе недостаточна для решения упомянутых
прикладных задач. С другой стороны, в последнее время возникла стиму-
лируемая отчасти небесной механикой математическая теория, рассматри-
вающая как раз обратный предельный случай максимальной устойчивости
нелинейных колебаний гамильтоновой системы. Эта весьма общая теория
была начата также Колмогоровым 5 8 и развита Арнольдом В9 и Мозером в 0

(теория К AM). Очевидно, что для решения практических задач необходимо
объединение обеих крайних теорий. К сожалению, строгое построение
такой объединяющей теории в настоящий момент невозможно в силу боль-
ших принципиальных трудностей. Однако удается развить полукачест-
венную теорию, которую мы будем называть теорией стохастичности.
Эта теория позволяет представить себе общую картину неустойчивости
нелинейных колебаний, дополненную оценками по порядку величины.
Часто этого оказывается достаточным для приложений, во всяком случае,
в комбинации с экспериментами, численными или «настоящими».

Основным понятием теории является понятие нелинейного резонанса
(п. 2.2). Это интересное явление, пример которого описан выше, было
исследовано впервые, по-видимому, Лагранжем в небесной механике,
где оно получило название либрационного движения планет (см., напри-
мер, 3) и, в более явной форме, в теории ускорителей в связи с открытым
Векслером и Мак-Милланом механизмом автофазировки 4 · 5 (см. также в ).
Мы вводим и исследуем ниже нелинейный резонанс на примере сравни-
тельно простых одномерных моделей, начиная с довольно общего случая
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нелинейного осциллятора под действием внешнего периодического возму-
щения (п. 2.1) и кончая «элементарной» моделью (п. 3.1). Основным мето-
дом исследования служат аналитические оценки, базирующиеся отчасти
на современной эргодической теории (гл. 3), подкрепленные численными
экспериментами с «элементарной» моделью (гл. 4).

Теория стохастичности дает возможность представить себе общую
структуру фазового пространства нелинейной колебательной системы,
которое оказывается пронизанным всюду плотной системой (п. 2.4) нели-
нейных резонансов. Вследствие взаимодействия этих резонансов в окрест-
ности сепаратрисы каждого из них всегда появляется так называемый
стохастический слой, который представляет собой зародыш неустойчиво-
сти. Это обстоятельство было в общем известно еще Пуанкаре 6 1 и детально
исследовалось Мельниковым 6 2, которому удалось вычислить так называе-
мое расщепление сепаратрисы, характеризующее нижнюю границу шири-
ны стохастического слоя. Верхняя граница была оценена с помощью тео-
рии стохастичности в работах 20>8 и оказалась совпадающей по порядку
величины с расщеплением сепаратрисы. Недавно Алексеев строго дока-
зал существование в стохастическом слое квазислучайных траекторий 6 3,
что и оправдывает название слоя.

В случае системы с одной степенью свободы достаточно тонкие стоха-
стические слои разных резонансов не пересекаются на фазовой плоскости
(см., например, рис. 1). Поэтому неустойчивость локализована в пределах
одного стохастического слоя и с практической точки зрения не является
опасной. Строгое рассмотрение этой проблемы в теории К AM 5 9 позволяет
сформулировать и доказать в этом случае теорему о вечной (для t —*• <х>)
устойчивости движения. Такая же ситуация возникает и для автономной
системы с двумя степенями свободы, так как ее движение ограничено
в фазовом пространстве поверхностью постоянной энергии. Оба эти
случая мы будем называть одномерными. В многомерном случае стоха-
стические слои различных резонансов, вообще говоря, пересекаются меж-
ду собой, образуя запутанную систему «каналов», по которым возможна
диффузия на большие расстояния, т. е. реальная неустойчивость. Первый
пример такой неустойчивости был построен Арнольдом 3 5, поэтому она
называется обычно диффузией Арнольда. Полу качественная теория этой
неустойчивости развита в работе 8.

Ширина нелинейного резонанса и его стохастического слоя определяет-
ся величиной «возмущения» по отношению к «невозмущенной» системе,
в качестве которой мы подразумеваем так называемую максимально устой-
чивую систему (п. 3.3), т. е. систему с разделяющимися переменными.
При достаточно большом возмущении соседние в фазовом пространстве
резонансы перекрываются (п. 2.3), а стохастические слои расширяются
до размера своих резонансов, образуя в фазовом пространстве сплошную
стохастическую область. При этом возникает сильная стохастическая
неустойчивость (в том числе и в одномерном случае), которая является
наиболее опасной неустойчивостью нелинейных колебаний. Настоя-
щий обзор посвящен главным образом описанию именно этой неустой-
чивости на примере простых моделей (гл. 2, 3) и некоторых приложений
(гл. 5, 6).

Для удобства читателя мы даем также сводку основных идей и по-
нятий современной эргодической теории (гл. 3).

Теория стохастичности позволяет не только получить практически
важные критерии и характеристики неустойчивости нелинейных колеба-
ний, но и детально проследить переход от динамического к статистиче-
скому описанию движения механической системы. Последнее представ-
ляется существенным для более глубокого и правильного понимания ста-
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тистических моделей. Этот вопрос обсуждается кратко в гл. 7, а также
в п. 3.6. Читателей, интересующихся этой проблемой более детально,
мы отсылаем к прекрасной монографии Крылова 1 3, работы которого
явились, на наш взгляд, первым шагом на пути построения физической
теории стохастичности.

2. ОДНОМЕРНЫЙ НЕЛИНЕЙНЫЙ ОСЦИЛЛЯТОР ПОД ДЕЙСТВИЕМ
ПЕРИОДИЧЕСКОГО ВОЗМУЩЕНИЯ

Основной задачей настоящего обзора является демонстрация фегго-
мена стохастической неустойчивости нелинейных колебаний на возможно
более простых, но в то же время физических (т. е. имеющих отношение
к реальным механическим системам) моделях. Одной из таких моделей
является одномерный нелинейный осциллятор под действием периодиче-
ского возмущения, описанный во Введении. Картина движения такой
модели очень наглядна, но, как мы увидим, совсем не тривиальна. К этой
модели могут быть сведены важные практические задачи. Некоторые
из них — в том числе и многомерные (в первом приближении) — рассмат-
риваются ниже. Конечно, это совершенно не означает, что с помощью
рассматриваемой людели можно решить все задачи нелинейных колебаний,
однако она дает возможность, как мы увидим ниже, изучить основные
особенности нелинейных колебаний, с помощью которых можно присту-
пить к решению более сложных задач. К числу последних относится, напри-
мер, так называемая диффузия Арнольда — особая форма стохастической
неустойчивости многомерных систем. Мы не будем касаться ее сколько-
нибудь подробно и отсылаем интересующихся читателей к специальным
работам 3 5 · 8 (см. также гл. 6).

В дальнейшем мы будем всегда считать возмущение малым, чтобы
иметь возможность использовать приближенные методы. По этой причине
основной эффект возмущения сязан с резонансом. Для нелинейной системы
такое утверждение не столь очевидно, как для линейной, но тем не менее
•оно оказывается правильным (п. 2.2).

2.1. И з о л и р о в а н н ы й н е л и н е й н ы й
р е з о н а н с

Наиболее удобными переменными для описания движения нелиней-
ного осциллятора являются переменные действие (/) — угол (Θ). Дейст-
вие связано с энергией системы W соотношением

тде ω (/) — частота нелинейных колебаний. При наличии возмущения
уравнения движения осциллятора в переменных (/, Θ) невозмущенного
.движения имеют вид

/ _

^ΙφΆ £ \ (2,1)

Зе (/, Θ, Ъ) = Зв0 (/) + eF (/, θ, •»)

где SB — гамильтониан, а возмущение eV является малым (~ε <̂  1)
и периодическим по Θ, •& с периодом 2π. Фаза •& характеризует внешнее
возмущение с периодом Τ = 2π/Ω. Под нелинейностью осциллятора будем
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понимать его неизохронностъ, т. е. зависимость частоты колебаний от энер-
гии. Характеристикой нелинейности служит безразмерный параметр:

/ άω
ω dl

Ангармоничность колебаний, т. е. присутствие высших гармоник,
не обязательно связано с нелинейностью. Так, вращение релятивистской
частицы в магнитном поле дает пример нелинейного, но гармонического
осциллятора. С другой стороны, движение ультрарелятивистской частицы
в прямоугольной потенциальной яме представляет собой ангармониче-
ские колебания с постоянной частотой.

В общем случае возмущение sV разлагается в двойной ряд Фурье:

V (/)
V (Г, Θ. •») ---- ̂  -Ц— β ι^*+ηθ> + к. с. (2,3)

т, п

Резонанс (т, п) (т — гармоники колебаний осциллятора с п-й гармо-
никой внешнего возмущения) определяется условием

тп + т>жО. (2,4)

Требуемая точность этого равенства зависит от ширины резонанса (см.
ниже п. 2.2).

Простейшим является случай единственного резонанса: т, η = ± 1
(ω »ί Ω). Β сумме (2,3) остается при этом два (действительных) слагаемых,
одно из которых с аргументом Φ — θ (ω, Ω > 0) является собственно
резонансным, в то время как другое (θ + Θ) представляет высокочастот-
ное возмущение. В первом приближении последним слагаемым можно
пренебречь, например, на основании метода усреднения КЕМ (Крылова —
Боголюбова — Митропольского, х ' 2 ) . Более тонкие эффекты влияния
такого возмущения будут рассмотрены ниже (см. гл. 6).

Если ширина резонансов достаточно мала, то при заданных началь-
ных условиях может осуществляться только один резонанс, который
мы будем называть реальным или просто резонансом (2,4). Всем другим
членам в сумме (2,3) соответствуют при этих начальных условиях вир-
туальные резонансы *). Естественно, что виртуальные резонансы влияют
на движение, однако в нелинейной системе это влияние не сводится к три-
виальной суперпозиции, и мы будем называть его взаимодействием резо-
нансов.

В случае, если расстояние между резонансами «достаточно велико»—
термин, который будет уточнен ниже (п. 2.3),— должно тем не менее
выполняться приближение изолированного резонанса, когда можно пре-
небречь взаимодействием резонансов. Это соответствует обычному методу
усреднения КБМ. Оставляя в сумме (2.3) только одно резонансное слагае-
мое и вводя резонансную фазу \\>тп = т$ + ηθ, получим из (2.1) урав-
нения движения в виде

г|зт71 = тп + πω (Ι) + enV'mn cos a|)mn,

где штрих означает производную по действию /.

*) Заметим, что не каждый виртуальный резонанс может стать реальным, так
как условие (2,4) выполняется, вообще говоря, не для всех т, п.



СТОХАСТИЧЕСКАЯ НЕУСТОЙЧИВОСТЬ НЕЛИНЕЙНЫХ КОЛЕБАНИЙ

2.2. Ф а з о в ы е к о л е б а н и я в п р и б л и ж е н и и
у м е р е н н о й н е л и н е й н о с т и

Пусть параметр α (2,2) удовлетворяет условию умеренной нелиней-
ности:

е<а<1/е. (2,6)

Как будет видно из дальнейшего, изменение Δ/ = / — / р в этом случае
всегда мало (| Δ/ | <^/ р), где значение / р соответствует точному резо-
нансу (mQ. + ηω (/ρ) = 0). Поэтому независимо от вида функций ω (/).
Vmn (I) движение вблизи нелинейного резонанса (2.5) описывается при-
ближенно следующим (сохраняющимся) универсальным гамильтонианом:

'

ω ' = (dco/d/)/=J .

п (/ρ) cos xpmn,
(2,7)

Система (2,7) похожа на маятник с массой (ηω')-1 в поле тяжести с уско-
рением g = sn2o)'Vmn. Картина траекторий на фазовой плоскости /, ψ,,Η,

Рис. 1. Схема фазовых траекторий в окрестности двух резонансов при умеренной не-
линейности (2,6).

(Δω) — ширина нелинейного резонанса; Δ — расстояние (по частоте) между соседними резонан-
сами. Пунктиром показаны сепаратрисы первого приближения; в следующих приближениях они
разрушаются и на их месте образуются стохастические слои, которые показаны штриховкой

(п. 6.1).

показана на рис. 1 для двух нелинейных резонансов без учета взаимодей-
ствия между ними. На исходной фазовой плоскости осциллятора (/. Θ)
цепочка резонансов замкнута и содержит η областей. В каждой такой
области имеется устойчивое положение равновесия, или эллиптическая
неподвижная точка*) (tymn = π; g Z> 0), обозначенная на рис. 1 знач-
ком ©. Соседние области разделяются неустойчивым положением равно-

*) Под устойчивостью везде в этой работе понимается так называемая ней-
тральная устойчивость, при которой малые возмущения не нарастают и не4 затухают
со временем.
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весия, или гиперболической неподвижной точкой (^m n = 0; g > 0, знак χ
на рис. 1). Траектория, соединяющая две соседние гиперболические точки
ж обозначенная на рис. 1 пунктиром, называется сепаратрисой. Она огра-
ничивает область нелинейного резонанса, внутри которой имеют место
фазовые колебания, т. е. ограниченное изменение фазыг|)т п. Вне сепаратри-
сы фаза меняется со временем монотонно. Максимальная ширина нели-
нейного резонанса (размер сепаратрисы) определяется из (2,7):

/о о\

где птп — частота малых фазовых колебаний. При умеренной нелиней-
ности (2,6) изменение как /, так и ω мало:

Δ/ τ / ε Утп Δω

что и оправдывает универсальное описание нелинейного резонанса с по-
мощью гамильтониана (2,7).

Физический смысл фазовых колебаний можно пояснить следующим
•образом. Изменение амплитуды колебаний в резонансе вызывает, вслед-
ствие нелинейности, уход частоты колебаний от резонансного значения
и, следовательно, прекращает дальнейшее изменение амплитуды колеба-
ний. Однако возникшая при этом частотная расстройка приводит к уходу
резонансной фазы, так что амплитуда колебаний начинает изменяться
в конце концов в противоположном направлении, частота колебаний снова
возвращается к резонансному значению и т. д.

Хотя нелинейность и стабилизирует таким образом изолированный
резонанс, т. е. ограничивает изменение Δ/, последнее оказывается
согласно (2,8) существенно больше, чем в нерезонансном случае: Δ/ ~ ε/.
Это оправдывает выделение резонансов в нелинейной системе. По той же
причине фактическим параметром разложения при α ~ 1 является у ε,
а не ε. В частности, в первом приближении по У г можно пренебречь

последним слагаемым в уравнении для ^ m n (2,5), которое представляет
собой линейную поправку к частоте *). Ее нужно учитывать только при
ε 5= а. В частности, условие стабилизации резонанса нелинейностью
может быть получено приближенно из оценки **)

mV'mn s£ η (Δω)φ,

или

Нелинейный резонанс был исследован впервые, по-видимому, Лагран-
жем в связи с так называемым либрационным движением планет 3 и, в более
явной форме, в теории ускорителей в связи с открытым Векслером и Мак-

*) Это слагаемое сохраняется и для линейного осциллятора.
**) Подробное исследование резонанса при слабой нелинейности проведено Шо-

хом 6 6 и Мельниковым в 2; качественно новое явление—сохранение значительной обла-
сти стохастичности при сколь угодно слабой нелинейности — обнаружено недавно
Фордом и Лансфордом 8 5 .
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Милланом механизмом автофазировки 4>5 (см. также 6 ) . Из последних
работ мы заимствуем основную терминологию, относящуюся к нелиней-
ному резонансу. Универсальная теория нелинейного резонанса в прибли-
жении умеренной нелинейности была дана в работе 7 (см. также 8 ) .

2.3. В з а и м о д е й с т в и е н е л и н е й н ы х
р е з о н а н с о в

Взаимодействие нелинейных резонансов — основной эффект, на кото-
рый мы хотим обратить внимание в этой работе. Его значение состоит
в том, что при достаточно сильном взаимодействии возникает очень опас-
ная стохастическая неустойчивость нелинейных колебаний.

Очевидно, что взаимодействие резонансов зависит от отношения
ширины резонанса (Δω)φ (2,8) к расстоянию до ближайшего соседнего
резонанса Δ = | coj-f-i — ω г I (см. рис. 1).

Величину

s = ^ (2,10)

назовем константой связи резонансов.
Приближение изолированного резонанса соответствует условию:

s <<ζ 1. С другой стороны, при s > 1, которое означает перекрытие сосед-
них резонансов, картина движения должна существенно измениться.
Действительно, как показывает универсальный гамильтониан (2,7),
изолированный нелинейный резонанс эквивалентен движению системы
в некоторой потенциальной «яме». При наличии нескольких резонансов
имеется столько же потенциальных «ям» (см. рис. 1). Если s 3* 1, сосед-
ние «ямы» сливаются, так что система может переходить из одной «ямы»
в другую *). Очевидно, что это означает развитие некоторой неустойчиво-
сти. Наше основное утверждение состоит в том, что при константе связи
s ^г 1 возникает стохастическая неустойчивость нелинейных колебаний,
т. е. движение становится сильно нерегулярным, похожим на случайное
(см. п. 3.6). Поэтому константу связи s можно назвать также параметром
стохастичности.

Условие
s~l (2,11)

будем называть границей стохастичности.
Стохастическая неустойчивость нелинейных колебаний, по-видимому,

впервые наблюдалась в численных экспериментах Говарда и Хайна 9,
которые получили также критерий неустойчивости вида (2,11). Аналитиче-
ские оценки даны в работе 1 0, где были приведены также аргументы
в пользу того, что эта неустойчивость является стохастической. Последняя
точка зрения подтвердилась в дальнейшем в ряде работ, обзор которых
можно найти в монографиях 8 > и (см. также ниже). Оказалось, что стоха-
стическая неустойчивость является частным случаем проявления стати-
стических законов. Связь последних с неустойчивостью была замечена
впервые на специально сконструированном примере Хедлундом и Хоп-
фом 1 2, детально проанализирована Крыловым 1 3 для случая молекуляр-
ных столкновений и строго доказана при весьма общих условиях Аносо-
вым и Синаем 1 4- 1 в.

Ниже мы опишем основные особенности, механизм и природу стоха-
стической неустойчивости на примере простых моделей.

*) Заметим, что при этом одновременно несколько соседних резонансов стано-
вятся реальными.
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2.4. О с н о в н а я м о д е л ь с т о х а с т и ч н о с т и
г а м и л ь т о н о в о й с и с т е м ы

Рассмотрим специальный случай периодического возмущения нели-
нейного осциллятора в виде очень коротких «толчков», зависящих только
от фазы Θ: V (Ι, Θ, ft) -^ TV (θ) 2 δ (t—kT) (2,1). Уравнения движения

можно записать тогда в форме канонического преобразования /, θ —»-/, θ:

7 = / - ε Γ - ^ = - / - ε / 0 / ( θ ) , θ = θ+Τω{ΐ) (2,12)

с производящей функцией F (Ι, θ) = /θ + Τ {Зё0 (I) + eF (θ)). Это пре-
образование описывает изменение величин /, θ под действием одного
«толчка», или, как мы будем говорить в дальнейшем, на одном шаге.
При Τ —*- 0 преобразование (2,12) переходит, разумеется, в гамильтоновы
уравнения (2,1), но без линейной поправки к частоте в силу принятого
нами условия dV/dl = 0. Последнее выражение для /, где / (Θ) ~ 1 —
безразмерная функция фазы, а / 0 — постоянная размерности действия,
введено для большей наглядности.

Рассмотрим, далее, частный случай, когда / (Θ) = sin θ, т. е. возму-
щение имеет всего одну гармонику. Условие резонанса может быть запи-
сано в виде Τω = 2птп, где m — целое. В терминах дифференциальных
уравнений (2,1), или, как мы будем говорить, непрерывного времени,
эта система резонансов соответствует разложению в ряд Фурье периоди-
ческой δ-функции:

причем расстояние между резонансами равно Δ = 2π/Γ = Ω, aVmi = 2I0/T
(2,3), (2,12). Параметр стохастичности (2,10) принимает вид

~
(2,13).

Покажем прежде всего из простых физических соображений, что
при s ^> 1 движение системы (2,12), которую мы будем называть основной
моделью стохастичности *), действительно похоже на случайное 1 0.
Для этого обратим внимание на то, что обе переменные /, θ играют совер-
шенно различную роль в движении системы (2,12). Фазовое пространство
системы представляет собой цилиндр, замкнутый по θ и бесконечный
по /. Изменение / за один шаг всегда мало, так как ε <ξ, 1. Однако этого
нельзя сказать об изменении Θ, если Τω >̂ 1. Нетрудно видеть, что пре-
образование фазы имеет при этом в основном характер расширения,
коэффициент которого мы определим как)

£(θ) = - | - - 1 = - ε ω 7 0 7 7 ' ( θ ) . (2,14)

Последнее выражение получается из (2,12). Сравнивая с (2,13), находим
I К | ~ s\

При К ^> 1 имеют место два существенных процесса. Первый
из них — локальная неустойчивость движения, означающая экспонен-

*) Смысл этого термина выяснится ниже (п. 6.3), после того как мы увидим,
какие свойства стохастичности описываются этой моделью и какие нет; основная
модель введена в 1 0 .
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•циальную расходимость близких траекторий по крайней мере по фазе
<(ΔΘ)η = (Δθ)ο (К)п, где К (Θ) — среднее геометрическое значение коэф-
фициента расширения вдоль траектории, а п — номер шара преобразо-
вания, или дискретное время. Второй процесс — так называемое пере-
мешивание — в данном случае распределение траекторий, вышедших
из небольшой области ΔΘ =С 2π/1 К \, по всему интервалу фаз 2π уже
после одного шага. Легко представить себе, что это ведет к исчезновению
корреляций в последовательности фаз θ 0, θι, . . ., θ η , . . ., т. е. движе-
ние по фазе становится как бы «случайным». Разумеется, приведенные
•соображения являются слишком упрощенными, но зато, как нам кажет-
ся, очень наглядными. Это особенно важно потому, что строгая матема-
тическая теория движения даже такой простой модели, как (2,12), натал-
кивается пока что на непреодолимые трудности. Тем не менее оказывается
возможным несколько углубить эти наглядные соображения с помощью
•современной эргодической теории (гл. 3). Представим себе на минуту,
что мы уже доказали «случайность» движения по фазе. Тогда мы при-
ходим к типичной ситуации в современной статистической механике при
выводе кинетического уравнения в приближении хаотических фаз. Обыч-
но постулируется, что угловые переменные являются случайными ве-
личинами, и это дает возможность написать кинетическое уравнение для
•функции распределения от переменных действия, которые служат интег-
ралами движения невозмущенной системы. За подробностями получения
кинетического уравнения мы отсылаем читателя к специальным рабо-
там 1 7.ι8.2 7 (см. также гл. 7).

3. ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ ЭРГОДИЧЕСКОЙ ТЕОРИИ

Эргодическая теория является разделом математики, изучающим
дискретные или непрерывные преобразования с сохраняющейся мерой
(интегральным инвариантом). Как показывает название, эргодическая
теория возникла из попыток обосновать статистические законы, т. е.
вывести их из динамических уравнений движения. Наиболее интересным
ее объектом в настоящее время (по крайней мере для физиков) является
случай максимальной неустойчивости движения гамильтоновой системы.
Противоположный случай максимальной устойчивости рассматривается
теорией КАМ (см. п. 6.1). Согласно теореме Лиувилля интегральным
инвариантом (и мерой пространства) служит фазовый объем, элемент
которого обозначим посредством άΓ. Полный объем ограниченного фазо-
вого пространства системы положим Г = 1.

Цель этой главы — пояснить на простых примерах основные поня-
тия и язык современной эргодической теории и тем самым облегчить чтение
специальных работ в этой области. Мы убеждены, что знакомство с этой
теорией является сейчас насущной необходимостью для всех занимаю-
щихся проблемой устойчивости нелинейных колебаний и смежными
вопросами.

Кроме того, мы воспользуемся последними результатами эргоди-
ческой теории для более подробного анализа движения основной
модели (2,12) (см. п. 3.5).

3.1. Э л е м е н т а р н а я м о д е л ь с т о х а с т и ч н о с т и

Прежде всего нам придется еще более упростить основную модель
(2,12). Это связано с тем, что эргодическая теория применима главным
образом к системам с конечным фазовым пространством, что не выполняет-
ся для основной модели. Движение последней распадается фактически
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на два существенно различных процесса (при s Э> 1)°· динамическое движе-
ние в ограниченной области фазового пространства, приводящее к обра-
зованию «случайной» последовательности фаз θ 0, θ4, . . ., θ η , . . .,
и неограниченная диффузия по /. Только первый из этих процессов
имеет отношение собственно к эргодической теории, тогда как
второй описывается кинетическим уравнением. Покажем, как мо-
жно разделить оба процесса на примере основной модели. Для
удобства записи преобразования перейдем прежде всего к новой
фазе ψ = θ/2π с периодом 1, который удобно задавать с помощью опера-
ции взятия дробной части: {х} =х — [х], где [х] — целая часть х.
Введем теперь вместо / новую переменную φ = {Τω {Ι)/2л}. Смысл
ее состоит в том, что мы хотим выделить только такие изменения /, кото-
рые приводят к изменению фазы г|з, и таким образом исключить диффу-
зионный процесс. В новых переменных преобразование принимает вид

φ = {φ+£/(Ψ)}, . ψ={ψ + ?} (3,1)

и также является каноническим. Здесь к = εω'/0772π. Фазовое про-
странство системы (3,1) ограничено теперь единичным квадратом с попар-
но отождествленными сторонами, или единичным тором. Модель (3,1)
будем называть элементарной.

В этой главе мы используем ее наряду с другими простыми мо-
делями для иллюстрации основных понятий современной эргодиче-
ской теории.

Подчеркнем во избежание недоразумений, что мы не собираемся
приводить не только доказательства теорем эргодической теории, но даже
и их точные формулировки. Наша основная цель — по возможности
наглядно пояснить, если так можно выразиться, физический смысл
эргодической теории.

Читателям, интересующимся собственно математической стороной
этой теории, мы рекомендуем в первую очередь книгу Халмоша 2 3, по-
видимому, наиболее доступную из специальных руководств. Совре-
менное состояние теории изложено достаточно полно в обзорах Рохлина
и Аносова и Синая 1 в,

3.2. М е т о д ы о п и с а н и я д в и ж е н и я
в э р г о д и ч е с к о й т е о р и и

Исходным является фазовая траектория движения, т. е. траектория
в фазовом пространстве системы χ (t), где χ означает фазовый вектор
(совокупность координат фазового пространства). Для элементарной
модели (3,1) χ = (φ, "ψ), а время дискретно: t = η — целое. Такое движе-
ние будем называть каскадом16. Движение с непрерывным временем,
заданное, например, дифференциальными уравнениями, называется
потоком.

Другой способ описания движения связан с использованием некото-
рой функции точки фазового пространства / (х), вообще говоря комплекс-
ной. Последняя может представлять любую величину, например энергию
системы. Ниже, однако, мы будем считать ради наглядности, что / (а;)
является обычной для статистической механики функцией распределения
в фазовом пространстве, или (фазовой) плотностью 2 2.

Сингулярная плотность (/ = δ (х — х0 (*))) эквивалентна описанию
в терминах единственной траектории. В эргодической теории исполь-
зуется обычно несингулярная плотность / (х), исключающая особые
траектории на множестве меры нуль. Заметим, однако, что несингулярная
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плотность является принципиально ненаблюдаемой (неосуществимой) *)
и может использоваться поэтому лишь в качестве вспомогательного,
промежуточного, понятия.

Изменение фазовой плотности / (х, t) со временем определяется дви-
жением системы вдоль фазовых траекторий:

f(x,t + T) = STf(x,t) = f(fx,t); (3,2)

здесь Τ — оператор сдвига фазовой точки вдоль траектории за время Т,
a ST — оператор изменения функции за то же время (классический
аналог ^-матрицы; см., например, 2 4 ) . В случае каскада оператор Τ
задается преобразованием, например (3,1). Смысл введения нового опе-
ратора ST состоит в том, что он является линейным, а для обратимого
и сохраняющего меру преобразования также и унитарным.

Важной характеристикой оператора ST является его спектр. Опре-
делим вначале скалярное произведение двух векторов гильбертова про-
странства посредством

\ (3,3)

Для дальнейшего нам будет удобно ввести коэффициент корреляции
функции g, / * * ) : ρ (g, /) = (g, />— (g)(f).

В частном случае, когда g = STf, говорят об автокорреляции, кото-
рая и определяет спектр S (ω) согласно теореме Хинчина 2 5 , 2 6 :

оо

/>= J i toTS(a>)Ao; (3,4)

здесь Τ является переменным параметром, так что автокорреляция есть
функция от Г и функционал от /. Корреляционный спектр S (ω) зависит,
конечно, от /, однако тип спектра в известных пределах 1 6 не зависит
от /. В дальнейшем мы будем иметь дело с двумя основными типами
спектра — дискретным и непрерывным. В первом случае спектральная
плотность S (ω) = 2 Ck8 (ω — coft); во втором случае функция S (ω)

непрерывна и ограничена.

3.3. Э р г о д и ч н о с т ь д в и ж е н и я ,
и л и к а к п о я в л я е т с я

в е р о я т н о с т ь в д и н а м и ч е с к о й т е о р и и

Эргодичность движения является, пожалуй, наиболее известным
свойством статистической системы. Это понятие было введено в физике
Больцманом и связывается обычно с представлением о траектории движе-
ния, равномерно (по инвариантной мере) заполняющей весь доступный
фазовый объем. Более точно эргодичность означает, что в пределе при
t -*- σο доля времени (tAlt) пребывания системы в любом элементе (А)

*) Это следует уже из того факта, что несингулярная плотность не подчиняется
возвратной теореме Пуанкаре, справедливой для любой гамильтоновой системы (см.
п. 3.4).

**) Иногда употребляется еще нормированный коэффициент корреляции:
р(*' п=ше>-ьт!^ш»*· Здесь п втт: ( n = l · dr; ииогда приме"
няется другое обозначение: (/, 1) (3,3).
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фазового пространства пропорциональна фазовому объему этого элемен-
та ГА:

a;A = l i m ^ - - I f . (3,5)

Существование предела (3,5) является центральной теоремой (Бирк-
гофа — Хинчина) классической эргодической теории и позволяет ввести
понятие вероятности для единственной динамической траектории2S.
В (3,5) w A означает вероятность попадания системы в область А *) .
Соответствие введенной таким образом вероятности с нашим эмпириче-
ским представлением об этой величине будет обсуждаться в п. 3.6.

Существование предела (3,5) следует по теореме Биркгофа — Хин-
чина 2 5 только из существования конечной инвариантной меры. Поэтому
в некотором смысле все гамильтоновы системы являются эргодическими.
Чтобы разъяснить это странное на первый взгляд утверждение, необходи-
мо уточнить понятие «доступный фазовый объем», фигурирующее в при-
веденном выше определении эргодичности. В некоторых случаях, напри-
мер для элементарной модели (3,1), это может быть все фазовое простран-
ство. Обычно, однако, «доступным» является лишь некоторое подпростран-
ство, выделяемое однозначными интегралами движения 2 8. У автономной
(замкнутой) системы всегда есть по крайней мере один такой интеграл —•
энергия W, который и выделяет в фазовом пространстве энергетическую
поверхность W = const с числом измерений 2N — 1, где N — число
степеней свободы системы.

Назовем систему максимально устойчивой, если она имеет Лт одно-
значных интегралов. «Доступный фазовый объем» сводится в этом случае
к поверхности N измерений, которая в разделяющихся переменных дей-
ствие — угол является TV-мерным тором:

1 = const, 9fe = tofe (/j, . . . , /

Большее число однозначных интегралов вплоть до 2N — 1 возможно

только на резонансных торах 2 nk®k = О (nk — целые) 2 8, мера которых

в фазовом пространстве системы равна нулю.
На нерезонансных торах, мера которых в фазовом пространстве

равна 1, фазовая траектория незамкнута и покрывает весь тор. Последнее
свойство называется транзитивностью (на торе). Согласно теореме Бирк-
гофа гь транзитивность эквивалентна эргодичности. Несколько упрощен-
но можно сформулировать эту теорему следующим образом: если траек-
тория заполняет какую-либо область фазового пространства, то она
заполняет ее равномерно (по наведенной на ней мере, см. следующее при-
мечание). В физике, однако, под эргодичностью понимают такой случай,
когда движение транзитивно на энергетической поверхности **) . Если это
условие не выполняется, то система может быть всегда разложена на эрго-

*) Для системы, состоящей из очень большого числа N -+ со одинаковых под-
систем — «частиц», возможно другое определение вероятности в фазовом простран-
стве одной «частицы» (так называемое ^-пространство): wa= lim NJN. Это есть

N-*oo
обычный способ введения функции распределения в μ-пространстве. Однако в этом
случае приходится принимать дополнительные предположения о допустимых началь-
ных условиях, от которых зависит wa при любом N ->- оо 2 7 . Фазовое пространство
всей системы, в котором определена вероятность (3.5), называется Г'-пространством.

**) Так как инвариантным является полный фазовый объем, то наведенная мера
определяется в данном случае объемом слоя между двумя близкими энергетическими
поверхностями AW = const ->- 0 или Г (S) эо S/grad W (χ), где S — площадь энер-
гетической поверхности.
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дические компоненты. Это значит, что всегда все фазовое пространство
моншо представить в виде суммы (объединения) конечного или счетного
числа, или даже континуума подпространств, в каждом из которых дви-
жение транзитивно и, следовательно, эргодично. Примером может слу-
жить упомянутое выше множество (континуум) торов максимально устой-
чивой системы.

Таким образом проблема эргодичности сводится к отысканию макси-
мальной области транзитивности движения.

На спектральном языке эргодичность эквивалентна условию, чтобы
число 1 являлось невырожденным собственным значением оператора ST.
Это условие обеспечивает транзитивность движения. В противном случае
появляются инвариантные при движении подпространства и происходит
распад на эргодические компоненты по числу различных собственных
функций, соответствующих собственному значению 1.

Равномерное заполнение фазового пространства траекторией приво-
дит к релаксации любой начальной функции распределения / (х, t) к кон-
станте 2 3; последняя всегда является собственной функцией оператора
ST с собственным значением 1, как это следует из выражения (3,2). Это
свойство эргодического движения может быть выражено равенством

п-1

' ̂  lim-J-2 Ъг/(*,*) = · ( 3 | 6 )

где черта означает, как это видно из определения, усреднение по времени
с шагом Т. Равенство / = </) имеет место почти всюду в фазовом про-
странстве, т. е. за исключением, быть может, множества точек меры нуль.
Последняя оговорка является типичной для всей эргодической теории.

Соотношение (3,6) выражает хорошо известное в статистической физи-
ке равенство временных (/) и фазовых ({/}) средних. Существенно под-
черкнуть, однако, что релаксация в эргодической системе имеет место
только в среднем по времени, между тем как функция / (х, t) изменяется,
вообще говоря, квазипериодически, так как ее спектр может быть дискрет-
ным (см. выше).

Условие эргодичности (на данном множестве) можно выразить также
с помощью коэффициента корреляции функций / (х, t), g (χ) (ρΓ (/, g) =
= Ρ (STf, g)) (п. 3.2) в виде

η-I

р г (/, g) = lim -i 21 PAT (/, g) = 0. (3,7)

Б частном случае g (χ) = / (χ, 0) получаем аналогичное соотношение для
автокорреляции.

Наконец, введем еще одну важную величину — вероятность перехода
wlh (Τ) между двумя областями фазового пространства Аь Ah. Основа-
нием для введения такой величины служит тот факт, что для эргодического
движения всегда существуют траектории, соединяющие обе области.
Пусть TAt — область, в которую перешла область At через время Τ
в результате движения по траекториям. Меру пересечения ее с областью
Аь. *)'• ^ih {Τ) = Г (TAt fl Ah), и назовем вероятностью перехода:

Щк (Т) = Г» (Т).
*) То есть общую часть областей TAt, Ah.

УФН, т. 105, вып. 1
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Оказывается 23, эргодичность означает, что
7 1 - 1

± У (3,8)

где wi — вероятность попадания траектории в область Α ι, равная мере-
этой области Г; (Г = 1) (см. выше).

Соотношение (3,8) может быть получено непосредственно из (3,7),
если в качестве функций / (х, 0), g (x) взять так называемые характери-
стические функции областей Аи Ак, т. е. функции, равные 1 внутри
соответствующей области и нулю вне ее.

3.4. Д в и ж е н и е с п е р е м е ш и в а н и е м ,
и л и т у р б у л е н т н о с т ь ф а з о в о г о п о т о к а

Согласно предыдущему разделу (п. 3.3) спектр эргодической системы
может быть дискретным, а значит, движение ее — квазипериодическим.
Характерной особенностью такого движения является его регулярность,
означающая, в частности, возврат траектории к начальной точке с задан-
ной точностью на определенном, ограниченном сверху, интервале време-
ни. Примером может служить движение по поверхности двумерного тора
с постоянными частотами α>ι, ω2, отношение которых иррационально.
Частоты спектра в этом случае равны: ω ^ = άωι + ίω2; к, I — целые.
При οι <^ ω2 или ω2 <ζ ωι регулярность обхода тора особенно наглядна.
Картина движения в этом случае напоминает развертку луча на экране
телевизора и не имеет ничего общего с нашим интуитивным представле-
нием о случайном процессе. Следовательно, эргодичность является слиш-
ком слабым свойством с точки зрения моделирования случайного процес-
са. Используя гидродинамическую аналогию, можно сказать, что фазовый
поток, т. е. совокупность всех траекторий в фазовом пространстве систе-
мы, является в этом случае ламинарным. Турбулентный фазовый поток
называется перемешиванием 2 3 (ср. п. 2.4). Это — одно из основных поня-
тий современной эргодической теории в отличие от классической, которая
останавливалась на эргодичности. Точное определение перемешивания
на языке соответственно релаксации плотности, корреляции и вероят-
ности перехода имеет вид

lim f (x, t) — {f (χ, ί)),

lim ρτ (/, g) = 0,

lim wih (Τ) —
Г-t-oo

(3,9)

Характерной особенностью этих соотношений является необратимость
процесса релаксации при перемешивании, в отличие от квазипериодиче-
ского изменения величин / (χ, ί), ρ Γ (/, g), wik {T) со временем при нали-
чии только эргодичности (3,6)—(3,8). Иными словами, при эргодичности
предельные значения достигаются только в среднем по времени, а при
перемешивании они имеют место асимптотически для достаточно большого-
времени. Это уже значительно ближе к нашему интуитивному представле-
нию о случайном процессе. В частности, перемешивание приводит не толь-
ко к понятию вероятности, но и к понятию статистически независимых
событий (для единственной траектории!), каковыми являются, например,
попадания траектории в различные участки фазового пространства
(последнее соотношение (3,9)). Заметим, что второе соотношение (3,9)



СТОХАСТИЧЕСКАЯ НЕУСТОЙЧИВОСТЬ НЕЛИНЕЙНЫХ КОЛЕБАНИЙ 19

представляет собой хорошо известный в статистической механике закон
расцепления временнйх корреляций.

Введем еще одно вспомогательное понятие, которое поможет глубже
уяснить механику перемешивания. Это — так называемое слабое переме-
шивание, определяемое эквивалентными условиями

\f(z,t)-(f(z,t))\=O,

( / . * ) ! = о, \ (3,10)

\w,h(T)-wtwk\ = 0.

На первый взгляд это очень похоже на эргодичность (ср. (3,6)—(3,8)).
Существенное отличие, однако, состоит в том, что здесь берутся абсолют-
ные значения величин, стремящихся к нулю. Поэтому на самом деле свой-
ство слабого перемешивания ближе к перемешиванию (3,9), чем к эрго-
дичности.

При слабом перемешивании возможен возврат плотности / (х, t)
т. е. сильное отклонение ее от равновесного (предельного) значения при
любых t-*-oo, однако частота этих отклонений, или их длительность,
должна стремиться к нулю при t —> ос.

Согласно эргодической теории 2 3 слабое перемешивание эквивалентно
непрерывному спектру оператора ST. Отсюда вытекает, что сильное пере-
мешивание также имеет непрерывный спектр. Это следует непосредствен-
но и из необратимого характера процесса релаксации (3,9).

Необратимость процесса релаксации согласно соотношениям (3,9)
не противоречит возвратной теореме Пуанкаре 23, поскольку последняя
относится к фазовой траектории движения, а не к функции распределе-
ния (см. п. 3.2) *). Остановимся на этом вопросе несколько подробнее,
так как в физической литературе получило распространение неправиль-
ное понимание возвратной теоремы как утверждения о квазипериодичности
движения (см., например,19,29,30). Если понимать последний термин бук-
вально, он эквивалентен дискретному спектру движения **) 3 6 и автокор-
реляций. Между тем при перемешивании спектр непрерывный, хотя воз-
вратная теорема Пуанкаре, опирающаяся только на существование
инвариантной меры, остается, разумеется, справедливой. Возможно, что
указанная ошибка является в значительной мере терминологической,
проистекающей от расширения понятия квазипериодического движения.
Важно подчеркнуть, что возврат траекторий имеет существенно различ-
ный характер при дискретном и непрерывном спектре движения. В пер-
вом случае возврат является регулярным в том смысле, что при заданной
точности возврата существует нижняя ненулевая граница частоты воз-
врата. Иными словами, возврат обязательно происходит в течение конеч-
ного интервала времени. Во втором случае нижняя граница частоты воз-
врата равна нулю, несмотря на то, что согласно теореме Пуанкаре возврат
будет иметь место бесконечное число раз 2 3. Движение по траектории носит
в последнем случае нерегулярный («апериодический») характер, нисколь-
ко не противоречащий «настоящему» случайному процессу и, в частности,
статистически равновесному состоянию (с флуктуациями!). Поэтому
встречающиеся иногда утверждения о неприменимости статистических

*) Заметим, что эта теорема иногда формулируется неточно (см., например, 5 1 ) .
**) Точнее, термин квазипериодический означает даже некоторый специаль-

ный вид дискретного спектра с конечным числом основных частот: соП1... = ЩШ1 + ...
... + ηΝωΝ. В общем случае дискретного спектра говорят о почти-периодической
функции.

2*
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представлений на достаточно больших интервалах времени, превышаю-
щих цикл Пуанкаре 3 0, ошибочны уже по существу *). Соотношения (3,9)
показывают, что дело обстоит как раз наоборот: чем больше интервал
времени, тем точнее статистические понятия в механике.

3.5. / f - э н т р о п и я и к и н е т и ч е с к о е
у р а в н е н и е

В результате перемешивания происходит релаксация к статистиче-
ски равновесному состоянию. Однако этого свойства, вообще говоря,
недостаточно для получения кинетического уравнения, описывающего
сам процесс релаксации. Дело в том, что статистическое описание в дина-
мической системе возможно только после выполнения с заданной точ-
ностью предельных соотношений вида (3,9). Пусть это происходит за вре-
мя ~ хп. Тогда характерное время диффузии, определяемое кинетиче-
ским уравнением, должно быть много больше: τ Β >̂ τ η . Выполнение
этого неравенства возможно благодаря тому, что диффузия и перемешива-
ние могут относиться к различным координатам фазового пространства.
Такая ситуация имеет место, например, для нашей основной модели (2,12).
Диффузия идет здесь по / и характеризуется масштабом времени: τ Β ~
~· ε-2 (шагов). Перемешивание же касается в основном фазы θ и проис-
ходит за время τ η ~ 1 (более подробное обсуждение этого вопроса
см. в гл. 7). - —

Немаловажное значение имеет и закон релаксации (расцепления
корреляций) при перемешивании (3,9). Дело в том, что диффузия приводит
в обычных условиях (в частности, в ограниченном объеме) к экспоненциаль-
ной релаксации. Отсюда ясно, что если мы хотим иметь статистическое
описание с достаточной точностью, то расцепление корреляций должно
происходить по крайней мере тоже по экспоненциальному закону (но,
конечно, с меньшим характерным временем). Оказывается, что такой
закон перемешивания действительно обычно имеет место для реальных
механических систем. Этот факт был установлен впервые Крыловым 1 3.
Впоследствии, независимо от работ Крылова7~Колмогоров ^ ввёл спе-
циальную величину — ЭНЦЩОЩШ динамической системы Jh), которая рав-
на по порядку величины обратному времени расцепления корреляций.
В дальнейшем мы будем называть эту величину энтропией Крылова —
Колмогорова, или .К-энтропией **) .

Строгое определение Я-энтропии удобно связать со свойством локаль-
ной неустойчивости движения (п. 2.4), которая характеризует разбегание
близких траекторий. Локальную неустойчивость можно исследовать
с помощью линеаризованных уравнений движения, или уравнений
в вариациях, которые называются также касательным преобразованием ***)

Рассмотрим вначале случай каскада, определяемого некоторым пре-
образованием. Пусть 1,1 — длина касательного вектора (расстояние
между двумя траекториями) до и после пробразования. Тогда К-энтро-
пия каскада может быть определена посредством 1 5

(3,11)

*) Заметим, однако, что кинетическое уравнение действительно становится
неприменимым на больших временах, так как оно не описывает флуктуации, суще-
ственные на таких временах. Но это не означает, конечно, неприменимости стати-
стического описания вообще.

**) По поводу связи ее с термодинамической энтропией см. ниже.
***) Говорят, что это преобразование действует в касательном пространств!'
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где черта означает усреднение по времени (п. 3.3), т. е. вдоль траектории
движения. Это выражение удобно для экспериментального нахождения
энтропии, например, путем численного решения уравнений движения
(гл. 4). В рассматриваемом случае каскада .йГ-энтропия характеризует
согласно (3,11) среднее разбегание близких траекторий за один шаг.

Перейдем теперь к потоку, который представим себе как предел
каскада, длительность шага
которого Τ -У- 0. Тогда из ^ 3 3 3
(3,11) имеем

h = lim (— lim In ί-τ

(3,11a)

Уто выражение немедленно
приводит к экспоненциально-
му закону развития локальной
неустойчивости:

Согласно (3,11а) А'-энтрошга
равна среднему значению
инкремента этой неустойчи-
вости.

Теория 1 5 позволяет по-
лучить более удобное для ана-
литических расчетов выраже-
ние для ΛΓ-энтропии непосред-
ственно через параметры си-
стемы. Для каскада это может
быть сделано следующим об-
разом. Как и всякое ли-
нейное преобразование, касательное преобразование характеризует-
ся матрицей, произведение характеристических чисел которой
[[ %ι — 1 в силу сохранения фазового объема. Если бы коэффициенты
г

преобразования, а значит, и %t были постоянными, то неустойчивость
соответствовала бы просто действительным λ;, в то время как комплексно-
сопряженные λ, отвечали бы локальной устойчивости. Пример такой
простейшей ситуации дает элементарная модель (3,1) с / (ψ) = ψ . Неслож-
ные вычисления приводят к собственным значениям и векторам:

Рис. 2. Схематическое изображение процесса пе-
ремешивания для элементарной модели (3,1) с

/ (Ψ) = Ψ (к > 1).
Начальная область — квадрат; цифры указывают номер
шага. Направление растяжения совпадает приблизитель-
но с диагональю фазового квадрата, а направление

сжатия — с осью φ.

К μ-
Χ -

-1/κ,
κ,

(3,12)

где К (ψ) = kf (ψ) = к в рассматриваемом случае; θ — угол между осью ψ
и собственным вектором с λ > 1; последние выражения дают предельные
значения при К-+• оо. Локальная устойчивость соответствует интервалу

-4<#<0. (3,13)
Для остальных значений К движение неустойчиво.

Трансформация небольшого участка фазового пространства в послед-
нем случае изображена схематически на рис. 2. Участок экспоненциально
(~λη) расширяется вдоль собственного вектора с λ+ > 1 и сжимается
вдоль вектора с λ " < 1. Процесс перемешивания начинается после того,
как длина участка достигает максимального размера фазовой области
системы (рис. 2, ср. п. 2.4).
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Легко видеть, что при t —*- оо направление почти любого касательного
вектора будет стремиться к направлению собственного вектора расшире-
ния; поэтому (3,11) переходит в

Λ = 1ηλ+. (3,14)

В типичном случае переменных (по фазовому пространству) коэф-
фициентов касательного преобразования проблема локальной неустой-
чивости значительно усложняется. С одной стороны, неустойчивость
может иметь место и для комплексно-сопряженных значений λ за счет
параметрического резонанса. С другой стороны, действительные λ (χ)
еще не гарантируют локальной неустойчивости, так как из-за поворота
собственных векторов расширение фазового участка может сменяться его
сжатием, что может привести, в свою очередь, к ограниченным колебаниям
близких траекторий, т. е. к локальной устойчивости *). В этом случае
необходимо найти решение линеаризованных уравнений на всей времен-
ной оси. Заметим, что аналогичная процедура уже давно используется
в гидродинамике 3 2 для получения критерия возникновения турбулент-
ности.

С другой стороны, локальная неустойчивость возможна и при h = О,
хотя и развивается в этом случае неэкспоненциально. Например, для
любых нелинейных колебаний формально существует локальная неустой-
чивость I xt за счет сдвига частоты между траекториями. Однако по всем
разумным критериям такое движение должно считаться устойчивым.
Напротив, есть примеры перемешивания (т. е. несомненной неустойчиво-
сти движения) с h = 0. Это показывает, что свойство локальной неустой-
чивости должно использоваться с известной осторожностью. Строгое
математическое исследование этого вопроса для широкого класса дина-
мических систем было произведено лишь сравнительно недавно Аносовым
и Синаем 1 4- 1 в . Они показали, что экспоненциальная локальная неустой-
чивость для всех начальных условий как в основном, так и в касательном
пространствах действительно влечет за собой статистические свойства —
положительную if-энтропию * * ) , перемешивание и эргодичность.

Теория Аносова — Синая позволяет несколько усилить приведенный
выше результат относительно элементарной модели. Именно Оселедец
и Синай показали, что движение этой модели обладает статистическими
свойствами, если

\f'W\>C, (3,15)

где С > 0 — некоторая постоянная. Смысл последнего условия состоит
в том, что при достаточно больших к >> 4/С устойчивые области (3,13)
отсутствуют.

Этот результат — максимум того, что может дать современная эрго-
дическая теория для колебательной системы Из-за взятия дробной части
в (3.1) возмущение оказывается при условии (3,15) негладким. В реаль-
ном случае при любом к —>· оо могут существовать устойчивые области
вблизи точек /' = 0, что исключает возможность строгого применения
современной теории***). С другой стороны, размер этих областей стремится

*) Последний эффект можно наблюдать, в частности, на примере 8 6 специаль-
ного нелинейного преобразования, сконструированного Мак-Милланом.

**) В дальнейшем будем говорить просто ίΓ-энтропия, подразумевая всегда
h > 0.

***) Для полноты картины отметим, что в другой механической системе — стал-
кивающиеся шарики,— которая в известном смысле моделирует молекулярные систе-
мы, нет устойчивых областей; это дало возможность Спнаю строго доказать ее стати-
стические свойства 3 4 .
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к нулю с возрастанием к:

Δψ«τ£τ. (3,16)

Поэтому можно думать, что фактически, несмотря на неприменимость
строгой теории, влиянием устойчивых областей можно пренебречь, если
только к^>1. Численные эксперименты с элементарной моделью под-
тверждают в конечном счете этот вывод, хотя и показывают, что он
является далеко не тривиальным (гл. 4). Принимая этот вывод, мы можем
определить по порядку величины положение границы стохастичности для
элементарной модели как К ~ 4. Для основной модели (2,12) получаем,
используя (2,13): S ~ 2 B соответствии с первоначальной оценкой (2,11).
Уточнение последней оценки не имеет смысла, так как само понятие
границы стохастичности является приближенным. На самом деле
имеется целая переходная зона (s ~ 1) с весьма сложной структурой фа-
зовой плоскости.

В рассматриваемом случае переменных λ (χ) К-энтропия выражается
через некоторое среднее значение от λ+ (χ) по фазовому пространству 1 5.
Для элементарной модели при К >̂ 1 общая ситуация несколько упро-
щается, так как направление собственных векторов остается в этом слу-
чае почти постоянным (3,12), за исключением узкого интервала фаз
(Δψ ~ ilk) вблизи области устойчивости (3,13). Общая теория 1 3 · 8 приво-
дит к выражению

(3,17)

Для основной модели получаем аналогично

(3,18)

Рис. 2 наглядно демонстрирует, что локальная неустойчивость дви-
жения в сочетании с ограниченностью фазового пространства системы
непосредственно приводит к перемешиванию траекторий. Можно сказать
поэтому, что локальная неустойчивость является первопричиной процесса
перемешивания, а значит, и всех статистических свойств динамической
системы. Вот почему ϋΓ-энтропия является наиболее существенной стати-
стической характеристикой динамической системы, как это было под-
черкнуто еще Крыловым 1 3.

Экспоненциальная локальная неустойчивость движения является,
как показал Аносов 1 4, причиной еще одного весьма важного свойства
стохастической системы — ее грубости, или структурной устойчивости.
Последняя означает, как известно (см., например, 5 0 ) , независимость
топологической структуры фазовых траекторий от малых изменений
уравнений движения. Это дает возможность ограничиться при исследо-
вании стохастичности первым приближением теории возмущения, а также
широко использовать различные приближенные модели.

Пример на рис. 2 показывает, что грубое перемешивание больших
(~1) областей фазового пространства происходит за время τη <— h-x.
Кроме того, общая картина развития локальной неустойчивости позво-
ляет заключить, что тонкое_перемешивание, т. е. перемешивание малых

участков, происходит с запаздыванием: t (Δο) ~ ^ А°! , где Δο —

начальный размер участка. Эта оценка характеризует также зависимость
пространственного масштаба перемешивания от времени (Ао (t)).

Остановимся в заключение на связи if-энтрошш с обычной термо-
динамической энтропией 8. Последняя характеризует, как известно,
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статистическое состояние системы и зависит только от функции распре-
деления 2 3:

# = - j d I 7 1 i i ( / r 0 ) ; (3,19)

здесь Го — некоторая постоянная, имеющая размерность объема фазо-
вого пространства. В статистической физике эта постоянная определяется
квантованием фазового пространства: Го = (2πΆ)Ν . Физический смысл
величины Г0 состоит в том, что она характеризует минимальную ячейку
разбиения фазового пространства. В классическом случае также можно
ввести минимальную ячейку из следующих соображений. По своему
физическому смыслу энтропия характеризует статистические свойства
системы, возникающие вследствие процесса перемешивания. Но для
последнего характерен масштаб ~ Δ 0 (см. выше). Поэтому можно поло-
жить Го ~ Δ0 (ί).

Определенная таким образом новая энтропия Η (/, Δο) характери-
зует теперь уже не только статистическое состояние системы (в зависимо-
сти от /), но и динамику перемешивания (в зависимости от Δο (<)). При
произвольном фиксированном Δο мы возвращаемся к обычной термодина-
мической энтропии (3,19), которая определяется в классической физике
с точностью до произвольной постоянной (—1η Γο). Это значит, что мы
пренебрегаем в этом случае остаточными динамическими корреляциями
в областях масштаба Δο. При заданном /, т. е. при фиксированном стати-
стическом состоянии системы, мы получаем еще одну энтропию, которая
характеризует процесс перемешивания. В последнем случае удобно
выбрать / = 1, т. е. состояние статистического равновесия. Определенная
таким образом энтропия Η (Ι, Δο) монотонно возрастает для любой
системы с перемешиванием. В случае же экспоненциальной локальной
неустойчивости движения величина Η (Ι, Δο) оказывается асимптотиче-
ски пропорциональной времени. Поэтому в качестве характеристики
перемешивания естественно ввести среднюю скорость ее изменения:

- l i m - l f dTInA0(t) = h. (3,20)

Это и есть динамическая энтропия, введенная Колмогоровым для описа-
ния процесса перемешивания 3 1.

3.6. Я в л я е т с я л и д в и ж е н и е с п е р е м е ш и в а н и е м
н а с т о я щ и м с л у ч а й н ы м п р о ц е с с о м ?

Этот вопрос выходит за рамки чисто математической теории, однако·
он является существенным для физики. Формальное определение слу
чайного процесса включает в себя два основных требования (см., напри-
мер, 3 7 ) . Первое — возможность введения вероятности; это обеспечивается
существованием предела (3,5) для эргодической системы. Второе требова-
ние — так называемая иррегулярность процесса, означающая в конечном
счете отсутствие алгоритма этого процесса. Очевидно, что для динамиче-
ских систем второе требование нарушается по определению. Однако
это требование не является убедительным с точки зрения физики. Более
того, можно думать, что воображаемое свойство иррегулярности отно-
сится к числу принципиально ненаблюдаемых. Действительно, любая
конечная (по времени) реализация даже «абсолютно» случайного процесса
всегда может быть аппроксимирована некоторой регулярной функцией,
например рядом Фурье или Тейлора. Мы можем, конечно, убедиться
в регулярности некоторого процесса путем предсказания его будущего
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хода. Однако любая кажущаяся нерегулярность может оказаться на самом
деле реализацией достаточно сложного алгоритма. Поэтому мы думаем, что
требование иррегулярности может быть исключено из определения слу-
чайного процесса 8 *). Вместо этого в основу определения случайного
процесса может быть положено движение эргодической динамической
системы с перемешиванием и if-энтропией. Такие системы называются
в эргодической теории if-системами по имени открывшего их Колмого-
рова 3 1.

Правда, движение ϋΓ-системы в определенном смысле регулярно,
и это проявляется, в частности, в остаточных автокорреляциях. Однако
эти корреляции затухают со временем экспоненциально, так что ими
можно пренебречь при условии ht >̂ 1. Можно возразить, что такое опре-
деление случайного процесса было бы несовершенным. Но ведь именно
это мы и наблюдаем в эксперименте, так как в процессе статистической
релаксации всегда сохраняется, хотя и экспоненциально малый, вклад
начального состояния.

«Настоящий» случайный процесс, заданный, скажем, с помощью
вероятности перехода (марковский процесс), можно рассматривать при
этом как предельный случай движения if-системы, когда можно прене-
бречь регулярной фазой развития экспоненциальной неустойчивости
(см. п. 3.5), а значит, и остаточными корреляциями. В соответствии
с этим энтропия «настоящего» случайного процесса h = оо.

Таким образом, на наш взгляд, не исключено, что любой случайный
процесс в природе реализуется движением некоторой ΛΓ-системы. Мы дале-
ки, однако, от мысли, что это единственная возможность в настоящее вре-
мя. Поэтому для if-системы и ее движения мы употребляем термин стпоха-
стичность, сохранив за понятием случайность его прежнее несколько
мистическое содержание.

Стохастичность возможна только в нелинейной системе, так как
линейная система является всегда максимально устойчивой (п. 3.3).
Поэтому стохастичность дает возможность построить нелинейную модель
статистических законов. Упомянем для полноты картины, что существует
также квазилинейная модель статистических законов, введенная Бого-
любовым 3 8 и положенная сейчас в основу статистической механики.
Она базируется на использовании бесконечно большого термостата
(iV->oo) со случайными начальными условиями40-27. Подробное срав-
нение обеих моделей дано в 8.

4. ЧИСЛЕННЫЕ ЭКСПЕРИМЕНТЫ

Как отмечалось выше (п. 3.5), проблема движения даже элементарной
модели (3,1) с гладким возмущением оказывается неразрешимой для
современной эргодической теории из-за областей устойчивости вблизи
точек /' = 0. Возникающие здесь трудности оказываются весьма глубо-
кими и связаны с очень сложной структурой фазового пространства
системы 3 9. С другой стороны, при к ->- оо размер устойчивых областей
по фазе для гладкой / (ψ) стремится к нулю (Δψ <~ \1к) (3,15)). Поэтому
разумно предположить, как это и было сделано выше (п. 3.5), что при
к >̂ 1 устойчивыми областями можно просто пренебречь. Для проверки
этого предположения естественно обратиться к эксперименту, «настоя-
щему» или численному. Основная проблема здесь — выбор оптимальной
модели. Нам кажется, что нет необходимости работать с очень сложными
моделями, обязательно близкими к реальным механическим системам,

*) К аналогичному выводу пришел ранее Постников 8 7.
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хотя некоторые контрольные эксперименты с такими моделями весьма
желательны (см. гл. 5) *). Мы думаем, что элементарная модель достаточно
полно представляет феномен стохастической неустойчивости во всей его
сложности и многообразии. Это станет особенно очевидным несколько
позже, когда мы познакомимся со стохастическим слоем вблизи сепара-
трисы (п. 6.1).

Детальные численные эксперименты с элементарной моделью, опи-
санные в 3 9, подтверждают, что при к >̂ 1, (фактически уже при к > 6 **))
движение элементарной модели становится стохастическим.

5. СТОХАСТИЧЕСКОЕ УСКОРЕНИЕ ФЕРМИ

Прежде чем перейти к более детальному описанию механизма стоха-
стической неустойчивости (гл. 6), рассмотрим простой пример реальной
механической системы, в которой возникает такая неустойчивость.

В 1949 г. для объяснения происхождения космических лучей Ферми
предложил механизм стохастического ускорения при столкновении заря-
женных частиц с движущимися магнитными облаками в межзвездном
пространстве 4 9. Объясняя этот механизм, Ферми использовал аналогию
с молекулярными столкновениями, рассматривая магнитное облако как
гигантскую частицу. Поскольку, однако, такое облако является макро-
скопическим объектом, движение которого определяется, казалось бы,
динамическими законами, возникает вопрос, применимы ли в данном
•случае, и если да, то в какой степени, статистические законы? Только
в 1961 г. Улам попытался выяснить этот вопрос путем численных экспе-
риментов на простейшей модели.

5.1. О д н о м е р н а я м о д е л ь У л а м а 4 4

Модель представляет собой частицу, движущуюся между двумя пло-
скопараллельными бесконечно тяжелыми и абсолютно упругими стенками,
одна из которых неподвижна, а другая колеблется по определенному
заданному закону. Последняя и моделирует, таким образом, движущееся
магнитное облако. Численный расчет движения такой системы 4 4 привел
к отрицательному результату — ускорение практически не наблюдалось.
•Скорость частицы иногда достигала 3—4 скоростей стенки и в большин-
стве случаев была порядка скорости стенки, в то время как согласно
механизму Ферми средняя скорость частицы должна была бы неограни-
ченно возрастать пропорционально времени 4 9.

Ниже мы даем краткий анализ движения этой модели, следуя
работе 4 δ.

Пусть стенка колеблется по «пилообразному» закону таким образом,
что ее скорость изменяется линейно со временем в течение каждого
полупериода. Пусть, далее, минимальное расстояние межу стенками
равно Ζ, а амплитуда колебаний одной из них — а. Тогда движение части-
цы между ними можно описать следующим приближенным преобразова-
нием ***) , справедливым при условии α<ξ7, случай, который оказывается
наиболее интересным (см. ниже):

v = y+70|>-l/2), 1
\ (5Д)

J
*) В последнее время стохастическая неустойчивость исследовалась в боль-

шой серии экспериментов с электронным пучком в накопителе 84.
**) Напомним, что граница стохастичности лежит при к ~ 4 (п. 3.5).

***) Точные уравнения движения для этой модели см. в 4 5.
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здесь ν, ν — абсолютная величина скорости частицы до и после соударе-
ния со стенкой; F/4 — амплитуда скорости стенки; г|з — фаза колебаний
стенки в момент удара, определенная на интервале (0,1). Приближенным
является второе уравнение (5,1), которое учитывает набег фазы только

о 0,5
1кГФ

Рис. 3. Функция распределения частиц в модели Улама по скорости
г» - ^ I V | ~ V2 (ζ Ο\V 3D | Л | (,Ο,Ζ).

1 — а/1 = 2,5-Ю-3; 2 — а/1 = Ю-1; 3 — α/ί = 2,5· 10"».

при минимальной длине пути частицы между столкновениями 21, пре-
небрегая дополнительным малым отрезком ~а.

Преобразование (5,1) того же типа, что и основная модель (2,12).
Условие стохастичности проще всего найти, воспользовавшись соотно-
шением (2.14)

Отсюда находим область стохастичности по скорости

V "*» 2 У а '
(5,3)

Для получения значительного ускорения (ν ~^> V) должно выполняться
довольно неожиданное условие: а <^1.

На рис. 3 приведена функция распределения частиц по скорости,
выраженной через параметр К, при различных значениях отношения
а/1. Данные эти получены в 4 5 путем численного интегрирования точных
уравнений движения модели Улама.

Функция распределения строилась по одной траектории и определя-
лась как отношение числа соударений частицы со стенкой, приводящих
частицу в заданный интервал скорости, к полному числу соударений,
равному 105. Видно, что обрыв функции распределения приходится
довольно точно на значение \ К | = 4.

5.2. М н о г о м е р н ы й с л у ч а й

В случае двух (и более) измерений ситуация существенно изменяется.
В частности, Синай строго доказал 3 4, что при упругом столкновении
любых тел с выпуклой поверхностью всегда имеет место стохастичность.
Этот результат можно наглядно представить себе как следствие экспо-
ненциальной расходимости близких траекторий из-за рассеяния на
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выпуклой поверхности. Наличие же вогнутых участков поверхности
может привести, напротив, к появлению областей устойчивости. Про-
стейшим примером может служить модификация модели Улама, в кото-
рой одна из стенок слегка вогнута и рассматривается многомерная задача.
Ясно, что поперечное движение будет в этом случае устойчивым и, следо-
вательно, будет существовать граница стохастичности, как и в одномер-
ном случае.

5.3. С т о х а т р о н

Еще в 1948 г. Бурштейн, Векслер и Коломенский предложили
использовать обычные ускорители типа фазотрона или синхротрона
в стохастическом режиме 4 6. Для этого предполагалось подавать ускоряю-
щее высокочастотное напряжение со случайной фазой. Используя стоха-
стическую неустойчивость, можно осуществить такой режим ускорения
с обычным (регулярным) ВЧ напряжением, что, по-видимому, более удобно
практически.

Получим условия стохастического ускорения, ограничиваясь ради
простоты случаем однородного магнитного поля В *) . Уравнения движе-
ния можно записать в виде преобразования типа основной модели:

<s>B{W)

где W — полная энергия частицы; U, ω — амплитуда и частота ускоряю-
щего напряжения; ω Β = eBc/W — ларморовская частота релятивистской
частицы. Условие стохастичности получаем аналогично (5,2): \ К \ =
= 2щ {eUlW) | sin ψ | ^ 4, или

5^·^-. U>^, (5,5)

где q = ω/ωΒ — кратность высокой частоты.
Легко видеть, что граница стохастичности (5,5) соответствует усло-

вию так называемого микротронного ускорения 4 7, при котором происхо-
дит монотонное изменение энергии, весьма необычное для нелинейной
системы.

Неравенство (5,5) показывает, что при увеличении ускоряющего
напряжения или частоты, или при уменьшении магнитного поля микро-
трон превращается в стохатрон.

Наконец, упомянем еще своеобразный вариант стохатрона, применен-
ный в работе 4 8 для предварительного нагрева плазмы в стеллараторе.

6. СТОХАСТИЧЕСКИЙ СЛОЙ И УСЛОВИЕ ПЕРЕКРЫТИЯ
РЕЗОНАНСОВ

Перейдем теперь к более детальному описанию механизма стохасти-
ческой неустойчивости. Как будет видно ниже, центральным местом выяс-
нения этого механизма является исследование поведения системы в обла-
сти на фазовой плоскости, лежащей вблизи сепаратрисы нелинейного
резонанса. Этот анализ мы проведем на примере движения заряженной
частицы в поле двух плоских волн 2 1.

*) Более реалистические оценки приведены в
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6.1. Д в и ж е н и е ч а с т и ц ы в п о л е д в у х
п л о с к и х в о л н

Рассматриваемая система, с одной стороны, описывается общими
уравнениями нелинейного резонанса (2,1), а с другой стороны, пред-
ставляет самостоятельный интерес для физики плазмы. Пусть одна
из волн является малым возмущением. Уравнения движения запишем
в виде

тх= — еЕ0 sin кох — еЕх sin (ktx — vi),

или в безразмерной форме

dt W t ° ' (6,1)

где 2πτ0 — период малых невозмущенных колебаний. Траектории невоз-
мущенного движения на фазовой плоскости аналогичны изображенным
на рис. 1, если по осям абсцисс и ординат отложить соответственно | , ν.
С помощью обычных операций мы можем ввести новые переменные дей-
ствие (/) — угол (Θ) и переписать уравнение (6.1) в форме

1= r y s i n [~-1— vt) ,

θ=ω,

где ω = ω (/) есть нелинейная частота невозмущенных колебаний частицы
в потенциальной яме. Вблизи дна ямы ω -*• 2π/τ0, а при приближении
к сепаратрисе ω —>- 0.

Опишем качественно возмущенное поведение частицы вблизи сепара-
трисы (при этом ωτ0 <ξ 1). Частица проводит сравнительно мало времени
(~τ 0) вблизи центра ямы, и ее скорость ν близка при этом к своему мак-
симальному значению. Наоборот, большую часть времени (~2π/ω >̂ τ0)
частица находится вблизи точек поворота, где ее скорость близка к нулю.
Это обстоятельство может быть также легко установлено формально
из точного решения невозмущенной задачи. Если теперь в правую часть
(6,2) подставить невозмущенную скорость ν, то силу, действующую
на частицу, можно представить в виде последовательности узких импуль-
сов, следующих друг за другом с очень большим интервалом ~ ω-1.
Изменение действия в результате толчка можно записать в виде

τοω(/)
f dtv(t) sin •&,

где интегрирование ведется по интервалу времени, содержащему один
толчок. В действительности основной вклад в интеграл дает узкий участок
по t вблизи максимума ν (t) 2 0. Поэтому фаза Φ в (6,3) берется в точке
экстремума ξ = | 0 . Движение (6,2) может быть записано приближенно
в виде следующего канонического преобразования (на один шаг):

(6.4)

dl
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где производящая функция V равна

F = ^ Г dtv(t) cos®.

Поскольку возмущение V ~ ε, можно в уравнениях (6,4) заменить
V (Ι, Ό·) на V (Ι, ϋ) с точностью до членов ~ ε2.

Система (6,4) аналогична основной модели (2,12). Условие стохастич-
ности найдем из (6,4) с помощью выражения (2,14):

•1 5-Δ/>4. (6,5)

При достаточно общих условиях вблизи сепаратрисы имеет место асимпто-
тическое выражение

где W — энергия частицы, a WQ — энергия на сепаратрисе. Учитывая, чт&
Δ/ ~ ε/τοω, при условии ντ0 ^ 1 получим из (6,5) границу стохастич-
ности в виде 8>2 1

. , , 16π Λ

ω ^ π/τ0 In , Ι
\ (6,7>

Jгде Io — значение действия частицы на сепаратрисе. Граница стохастич-
ности определяется с помощью (6,7) симметрично относительно сепаратри-
сы для захваченных и пролетных частиц. Таким образом, можно утвер-
ждать вообще, что вокруг сепаратрисы образуется слой конечной ширины
разрушенных интегралов движения, который мы называем стоха-
стическим слоем (см. рис. 1). При ντ 0 Э> 1 относительная величина
стохастического слоя экспоненциально мала и имеет порядок 8 ' 2 1 :

n». (6,7a>

Ширина стохастического слоя согласно оценкам (6,7), (6,7 а) совпадает
по порядку величины с расщеплением сепаратрисы, полученным Мель-
никовым 6 2. Заметим, что весьма обстоятельные исследования Мельникова
не позволили тем не менее оценить действительную ширину неустойчивой
области вблизи сепаратрисы, величина расщепления которой дает лишь
нижнюю границу этой ширины. Более того, существовали серьезные опа-
сения, что неустойчивость может захватить практически всю резонансную
область. Оценки (6,7), (6,7а) показывают, однако, что эти опасения были
напрасными и что ширина стохастического слоя, вообще говоря, мала.

Рассмотренная задача интересна также с точки зрения общей теории
нелинейного резонанса, поскольку она может быть интерпретирована
как случай взаимодействия двух резонансов. При такой интерпретации
расстояние между резонансами по частоте равно ν, а ширина каждого
из резонансов согласно (2,8) равна соответственно 4/τ0 и 4/τι = ~\JeE\k\im.
При ε ~ 1 и ντ 0 < 1 происходит полное перекрытие резонансов. Одно-
временно происходит их полное разрушение согласно (6,7а)*). Этот резуль-
тат подтверждает критерий стохастичности (2,11) и дает возможность
распространить его на общий случай взаимодействия резонансов. Заметим,
что при ε <^ 1 относительная ширина стохастического слоя всегда мала,

*) Этот вывод был недавно подтвержден в работе s 7 с помощью численного экс-
перимента.
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так что внутренняя область резонансов остается устойчивой, независимо
от расстояния между резонансами. Поэтому критерий стохастичности
(2,11) подразумевает перекрытие резонансов одного порядка по величине.
В общем случае возможно возникновение стохастической неустойчивости
за счет пересечения узких стохастических слоев, но только при специаль-
ных начальных условиях. Критерий такой слабой стохастичности иссле-
довался в 64.65>8.

6.2. Б р о у н о в с к о е д в и ж е н и е ч а с т и ц ы
в п о л е в о л н о в о г о п а к е т а

Проведенное выше исследование является основным элементом,
позволяющим перейти к построению общего условия возникновения
стохастической неустойчивости. Можно считать, что при движении части-
цы в сложных полях фазовые траектории частицы имеют следующую
топологию на фазовой плоскости: вся плоскость делится на большое
число ячеек, связанных с различными сепаратрисами, и на области между
сепаратрисами. С каждой сепаратрисой связан стохастический слой, огра-
ниченный «хорошими» траекториями с сохраняющимися интегралами
движения. Отдельные сепаратрисы могут перекрываться, и тогда обра-
зуется более широкая область стохастического движения. Таким образом,
критерием стохастической неустойчивости является условие перекрытия
сепаратрис, или, иначе, условие перекрытия резонансов (2,11).

Проиллюстрируем сказанное на примере движения частицы в поле
волнового пакета

χ =-^^Ek cos (kx-wht) (6,8)
h

с характерным расстоянием Ак между волновыми числами соседних гар-
моник, входящих в пакет. Каждая плоская волна в отдельности поро-
ждает на фазовой плоскости сепаратрису, внутри которой находятся
траектории частиц, захваченных волной. Размер сепаратрисы определяет
также ширину резонанса между частицей и волной. Для определения
ширины резонанса перепишем уравнение (6,8) в виде

Τ I (6,9)

= kv — (uh = (x)h (ν), $h = kx —

откуда видно, что скорость аналогична переменной / в уравнениях (6,2).
Ширина сепаратрисы равна, очевидно,

lh

Расстояние между ближайшими резонансами равно

(ν) — £oft (v) = Ak(v — d(nkldk),

и условие возникновения стохастической неустойчивости принимает
вид

1, 52
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Пусть критерий (6,10) выполняется для всех волн в пакете, имеющих
фазовые скорости от некоторого vmin до t>max . Тогда ясно, что в этом интер-
вале скоростей фазы "&к являются стохастическими, а движение частицы
аналогично броуновскому, и ее скорость растет в среднем со временем.

Заметим, что в случае очень больших К ~^ N (где N — число волн)
стохастичность может исчезать 8 . Это легко понять в предельном случае
К ^> N, когда все волны образуют для частицы единую потенциальную
яму с медленно меняющимися параметрами. В связи с этим критерий (6,10)
следует дополнить неравенством

С N, (6Д0а)

которое было получено ранее в работе 5 3 из несколько иных соображений.
Неравенства (6,10), (6,10а) являются условиями применимости так

называемого квазилинейного приближения в нелинейной теории плазмы 5 3 .

6.3. О б с у ж д е н и е с в о й с т в о с н о в н о й
м о д е л и (2,12)

Приведенные в этой главе примеры позволяют высказать следующие
соображения".

1) Разрушение сепаратрисы описывается с помощью уравнений (6,4),
эквивалентных основной модели (2,12).

2) Перекрытие сепаратрис (резонансов) (2,10) является условием
возникновения стохастической неустойчивости движения динамической
системы.

3) В тех случаях, когда движение системы может быть приведено
к виду (2,12), удается оценить корреляционную функцию фаз 5 4 :

2 π
л г»

Ώ — О (f\— 1 \ f]*h p-itympitym+n. ~ ρ—η In К p—tQlnK (Ρ* Λ i\

0

и определить время перемешивания

xn^{QlnK)-1, (6,12)

а следовательно, и /f-энтропию (см. гл. 3). Этой информации вполне
достаточно не только для того, чтобы перейти к статистическому описанию
системы с помощью кинетического уравнения (гл. 7), но также и для
анализа некоторых тонких деталей такого перехода.

4) Определим область применимости основной модели. Пусть возму-
щение системы таково, что на интервалах времени ΙΊ, Т%, . . . изменение
состояния системы является адиабатическим (/ = const), а на границах
интервалов Τι происходит существенное (неэкспоненциально малое)
изменение действия / . Области времени, внутри которых / существенно
изменяется, обозначим через Δίί. Тогда при условии

Δί < Τ (6,13)

можно перейти от дифференциальных уравнений к уравнениям в конечных
разностях типа (2,12), т. е. к основной модели. Это достигается следую-
щим образом 5 4 : на интервалах Г, решение записывается в ВКБ-прибли-
жении, и решения на соседних интервалах Τι сшиваются с учетом изме-
нения действия Δ/ и фазы Δθ. Если условие (6,13) не выполнено, вычисле-
ние времени перемешивания и Я-энтропии не удается провести в общем
виде. Тем не менее условие перекрытия резонансов всегда допускает
хотя бы грубую оценку, и факт перемешивания может быть установлен.
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5) При отсутствии перекрытия резонансов (s <ζ 1) стохастическая
область вырояедается в систему экспоненциально узких (см. (6,7а) ) сто-
хастических слоев. В одномерном случае (2,1) эти слои не пересекаются
на фазовой плоскости и движение становится устойчивым для любых
t-+ оо. Этот результат строго доказан в теории Колмогорова — Арноль-
да — Мозера для достаточно малых, но конечных s. Численные экспери-
менты (гл. 4) показывают, что граница такой вечной устойчивости лежит
вблизи границы стохастичности s ~ 1.

В многомерном случае стохастические слои различных резонансов
всегда пересекаются при сколь угодно малых s. Это может приводить
к диффузионному движению системы вдоль этих слоев в достаточно боль-
шом объеме фазового пространства. Первый пример такой неустойчивости
был построен Арнольдом 3 5. Такая неустойчивость, получившая назва-
ние диффузии Арнольда, может оказаться существенной для различных
физических приложений 8.

7. ПРИБЛИЖЕНИЕ ХАОТИЧЕСКИХ ФАЗ И ОСНОВНОЕ КИНЕТИЧЕСКОЕ
УРАВНЕНИЕ (MASTER EGUATION)

7.1. А н а л и з п о т_е р и п а м я т и
о н а ч а л ь н ы х у с л о в и я х

Приведенные выше результаты позволяют по-новому подойти к выводу
основного кинетического уравнения в статистической механике. Цен-
тральным местом вывода подобных уравнений является гипотеза о хао-
тических фазах в начальный момент времени (см., например, 2 7 ) . Это
обстоятельство обычно называется приближением хаотических фаз
(ПХФ), и его формальное содержание для частного случая, рассматри-
ваемого ниже, выглядит следующим образом. Пусть / (/, •&, t) есть функ-
ция распределения от совокупности действий (71? / 2 , . . .) и фаз
(Ь\, Ό г, · . ·)· Тогда ПХФ заключается в том, что / не зависит от фаз
при ί = 0, т. е.

/ ( / , ϋ, 0) = /(/) . (7,1)

Вместе с тем рассмотренные ранее примеры показывают, что можно
непосредственно из уравнений движения установить критерий стохастич-
ности фаз и, как видно ниже, найти критерий, при котором условие (7,1)
справедливо с необходимой точностью. Особенностью такого подхода
является более тщательный, чем это делалось до сих пор, анализ движе-
ния системы.

Проиллюстрируем на простом примере, каким образом анализ стоха-
стических свойств системы позволяет получить кинетическое уравнение
при произвольных начальных условиях в 9 (см. также 64>20).

Рассмотрим снова нелинейный осциллятор, возмущаемый периоди-
чески δ-функционными толчками:

2
ft—— С

(7,2)

где ε — малый параметр, и запишем уравнение непрерывности в фазовом
пространстве

df . df , д , т . „ п

"̂ Γ + ω-πΓ + ε^Γ(1//) = 0. Л 3}
oi <5u dl ч ' ^ ' /

3 УФН, т. 105, вып. 1
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Разложим / и V в ряд Фурье:

П-— оа I

V (7,4)

(в рассматриваемом случае имеются только члены с га=±1). Подставляя
(7,4) в (7,3), получаем уравнение для /„:

+ έ<= ~гЖ Σ F/ (7,5)= ~гЖ Σ Fn%
и ' , ft

Заметим, что переход в уравнении (7,5) к представлению взаимодействия
осуществляется с помощью преобразования

/п —*• fn ехр | — in \ ω dt | ,
о

так как согласно уравнениям движения (7,2) частота зависит от времени
вследствие нелинейности. Это приводит к дополнительным трудностям
при выводе кинетического уравнения, однако в дальнейшем мы будем
пользоваться неравенством

|Δ0 —ωί|<ωί,
t

Δΰ· = θ(ΐ) — 0 ( 0 ) = f dm.
о

Условие (7.6) фактически эквивалентно ВКБ-приближению.
Теперь удобно перейти к представлению Лапласа для /„:

g*(p) = \e~vt}n(I,t)dt,

и привести уравнение (7,5) с учетом неравенства (7,6) к виду

gn(p) = MH — j-Jr 2 lVmhgn-m(p+i(n-m)(i>-iktl)], (7,7)
m, h

где сокращенно обозначено
gn(I, P) = gn(p), fn (I, 0) == /„(0).

В дальнейшем нас будет интересовать асимптотика ί —> оо, что эквива-
лентно р—>0. С учетом этого произведем итерацию уравнения (7,7)
и удержим при этом только главные (резонансные) члены. Это дает для g0:

go (Ρ) — — /о (Ρ) — ~р~~дГ Zj L p + i (ηω — kQ) " r ρ — ί(ηω — kQ) ] +
η, )ί>0

или, возвращаясь к ί-представлению при ρ —> 0:

η, й>0

η, ft>0
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Из (7,8) видно, что члены порядка ε (а также все остальные нечетные
по ε члены) содержат осциллирующие множители, входящие одновремен-
но с начальными условиями fn (0) (причем η Φ 0, так как V зависит от •§).
Отсюда сразу следует, что в линейном случае, когда ω = const и ΔΌ1 =
= ωί, разность (ηω — &Ω) может быть сколь угодно малой (резонанс)
и от осциллирующих слагаемых в (7,8) нельзя избавиться никакой под-
ходящей процедурой усреднения по заданному конечному интервалу
времени. В этом заключается основная трудность вывода основного кине-
тического уравнения, которая разрешается с помощью ПХФ. Действи-
тельно, условие (7,1) для /„ принимает вид /„ (0) = / 0 (0) δ η , 0-

Ситуация становится совершенно иной в нелинейном случае, когда
ω = ω (I). Для того чтобы понять это, введем для больших t г» NT
(Ν Э> 1) дискретную шкалу времени с интервалом Τ и выразим ϋ· (t) = ϋ·Ν

через начальную фазу ϋ (0) = θ 0 . 9™ можно сделать, исходя из уравне-
ний (7,2). Для этого необходимо проинтегрировать систему, аналогич-
ную (2,12):

/ '

άίύ (Tm)
Am-e~Q- dlm '

Заметим, что преобразование (7,9) получается приближенно из основной
модели (2,12), если в последней учесть малость изменения | 7 — / | <^ /.
Преобразование в форме (7,9) оказывается удобным при оценке корреля-
ционной функции

2π

Можно показать54, что при К >̂ 1

Д ( / ) ~ е - й + 1 п * + ^ ' . (7,10)

Если теперь ввести функцию распределения

2я

о

то для F из (7,8) при К >̂ 1 сразу следует кинетическое уравнение

-7гг = 2πε2 -rr > I F n ъ\Ь(ш£> — kQ) — \У„ h\F. (7 11)

n, h>0

Полезно отметить следующие два обстоятельства: 1) при К <^\
усреднение по ·&0 ни к чему не приводит, так как в этом случае R (t) ~
~ еш [1+0 (К)]; 2) в силу эргодичности движения при К ^> 1 усред-
нение по # 0 эквивалентно усреднению по времени, много большему Т.
Последнее означает, что уравнение (7,8) можно усреднять по # 0 , если
время диффузии в (7,1) много больше Τ (п. 3.5). Иначе говоря, кинетиче-
ское уравнение (7,11) справедливо для времен t > Т. Этим оно отличается
от кинетического уравнения, полученного методом ПХФ, которое спра-
ведливо для t > ίΒ3, где время взаимодействия tB3 в данном случае равно
длительности толчка (£вз < Т). Таким образом, дополнительное пред-
положение о хаотичности фаз в начальный момент времени позволяет
расширить область применимости кинетического уравнения по времени.

3*
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7.2. В р е м е н н ы е м а с ш т а б ы

Как уже отмечалось, главной особенностью существующих методов
вывода основного кинетического уравнения является использование
в той или иной форме ПХФ (см. обзор 7 0). Не обсуждая вопроса о целесо-
образности гипотезы хаотических фаз для построения основного кинети-
ческого уравнения, заметим лишь, что в обычных теориях она является
не только удобной, но, возможно, и необходимой. Последнее связано
с тем, что проводимый анализ динамических уравнений движения системы
является по существу линейным и не позволяет учесть неустойчивости,
приводящей к перемешиванию. Формально это связано с тем, что при
решении уравнений движения частоты считаются постоянными. Поэтому
такой подход можно назвать квазилинейной моделью статистических
законов.

Современная эргодическая теория позволяет не только восполнить
этот пробел, но и провести более детальный анализ тех функций распре-
деления, для которых может быть получено основное кинетическое урав-
нение. Поскольку перемешивание в эргодической теории существенно
связано с нелинейностью системы, естественно говорить в этом случае
о нелинейной модели статистических законов.

Мы уже видели в п. 7.1, что кинетическое уравнение марковского
типа выводится для «грубой» функции распределения F (I, t), получаю-
щейся из / (/, •&, ί) усреднением по фазам θ в интервале от 0 до 2π. При
этом мы отделяем процесс динамического перемешивания от статистиче-
ской релаксации (п. 3.5). В действительности, однако, процесс перемеши-
вания происходит не только по фазе θ, но и, в меньшей степени, по /.
Поэтому в общем случае кинетическое уравнение справедливо для функ-
ции распределения, усредненной также и по конечному интервалу Δχ.
Из уравнений движения (7,9) вытекает, что при расширении θ на ~-2π дей-
ствие / меняется на

Δ ° ~ 2 π ε / / # . (7,12)

Очевидно, что эта величина и определяет ячейку усреднения функции
распределения. При этом перемешивание происходит согласно (7,10)
за время

хп ~ т/ъ к; (7,13)

т. е. практически за один шаг. Если мы уменьшим размер ячейки ΔΓ

по сравнению с (7,12), то перемешивание дополнительно запаздывает
(см. п. 3.5) на время (число шагов)

—Мы к- (7 ш

Максимальное допустимое запаздывание определяется из условия приме-
нимости кинетического уравнения

(7,15)

откуда сразу следует минимальный'размер ячейки усреднения

m i n A j ~ — ^ - e x p ^ p - J . (7,16)

Отметим теперь характерные временные масштабы, которые исполь-
зуются при выводе кинетического уравнения, и расположим их в порядке
возрастания времен.
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1) в̂з — время взаимодействия, которое в рассмотренном примере
есть длительность толчка и является самым малым временем.

2) тп = 7У1п К — время перемешивания, или время расцепления
корреляции фаз для максимальной ячейки усреднения (7,12).

3) τ Δ = п0Т -f 771п К — время перемешивания ячеек Δ7 =
= 2πεΙ/Κηι> с учетом запаздывания. При п0 = О имеем τ Δ = τη. Если
же п0 определено выражением (7,14), то тд = xD. Вообще, т„ С тд < TD .

4) Тр = 77ε2 — время диффузии.

* **

Мы рассмотрели выше лишь некоторые простейшие задачи, в которых
играет роль стохастическая неустойчивость. Упомянем еще разрушение
магнитных поверхностей стелларатора под действием различных возмуще-
ний 64- в7- 20> 6 8; взаимодействие нелинейных волн и проблема Ферми —
Паста — Улама 7 1- 7 7. 81_вз. с л а бую турбулентность 6 9 и др. Мы надеемся,
что этот краткий обзор привлечет внимание к рассматриваемой проблеме
и будет способствовать ее дальнейшему развитию.

Пользуясь случаем, выражаем нашу искреннюю благодарность
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